ГЛАВА VII. МОДЕЛИ ФИНАНСОВОЙ ЭКОНОМЕТРИКИ

7.1. Объекты исследования финансовой эконометрики

Временные ряды специфических (финансовых) показателей являются объектом исследования одного из самых “древних” направлений эконометрики – финансовой эконометрики, истоки которого лежат в XVI веке. Именно в те годы стали формироваться финансовые рынки и биржи – источники исходной информации для теоретических и прикладных исследований в этой сфере. К финансовым показателям обычно относят курсы акций, облигаций и других ценных бумаг, цены на ресурсы, курсы валют и стоимостные характеристики других товаров, сделок, реализуемых и заключаемых на этих рынках и биржах.

Финансовый рынок является комплексным, многоплановым понятием. Теоретически его можно рассматривать как механизм реализации всевозможных активов по ценам, устанавливающимся на основе соотношения складывающегося на них спроса и их предложения. Часто финансовый рынок подразделяют на рынок ценных бумаг (акции, облигации, производные ценные бумаги, типа форвардных, фьючерсных контрактов, опционы и т.п.) и на рынок внебиржевых ресурсов (банковские услуги, займы, кредиты и т. д.).

По видам и составу сделок, их количеству, числу участников, значимости для экономики страны рынок ценных бумаг занимает ведущее положение. Участниками этого рынка могут быть любые коммерческие организации и частные лица практически без каких-либо ограничений по формам и видам деятельности.

Ценная бумага является особой формой существования капитала, при которой ее владелец обладает не самим капиталом, а правами на него. Ценная бумага может передаваться другому лицу, обращаться на рынке как товар, приносить доход в виде дивидендов на отражаемый ею капитал. По своей форме ценные бумаги выступают в качестве документов, свидетельствующих об инвестировании капитала.

В частности, акция представляет собой долевую ценную бумагу, которая выпускается в целях привлечения капитала, необходимого для осуществления какой-либо предпринимательской деятельности (производства, торговли и т.п.). Она закрепляет за ее держателем (в зависимости от вида акции) право на получение части прибыли акционерной компании в виде дивидендов, на участие в управлении и на часть имущества, остающегося после его ликвидации. Вместе с тем, размер дивидендов не всегда увязан с размером получаемой прибыли. Для обыкновенных акций он устанавливается на основании решения собрания акционеров. Для привилегированных – определяется уставом акционерной компании как фиксированная величина. Таким образом, выплата дивидендов по обыкновенным акциям не гарантируется.  

Облигация является ценной бумагой, удостоверяющей отношения займа между ее владельцем (кредитором) и лицом, ее выпустившим (заемщиком). Она, как правило, включает в себя обязательства заемщика по истечению определенного срока вернуть кредитору оговоренную на титуле облигации сумму и выплачивать фиксированный доход (процент от ее номинальной стоимости).

Производные ценные бумаги обычно определяют права на сохранение определенных условий  торговой сделки в будущем в связи с возможными изменениями рыночных цен. Эти бумаги как бы страхуют их владельца  от возможных чрезмерных потерь с связи с неустойчивой рыночной конъюнктурой. Наиболее распространенными из них являются фьючерсные контракты и опционы.

Фьючер представляет собой соглашение о покупке или продаже определенного количества данных товаров по согласованной цене к определенной фьючерсной дате.

Опционы – это контракты между двумя сторонами, которые предоставляют право покупателю (опционы покупателя) или продавцу (опцион продавца) купить или продать соответственно определенное количество товара (ценных бумаг) по согласованной цене на определенный момент времени в будущем, но не налагают на них обязательство исполнять условия заключенного контракта. Например, опцион на покупку золота по 300$ за унцию через 6 месяцев устанавливает право для покупателя приобрести определенное соглашением количество золота по этой цене. Если на момент совершения сделки цена за унцию золота превысит данный рубеж, то покупателю окажется выгодным купить оговоренный объем. Если же цена на золото к этому времени упадет до более низкой отметки, то покупатель вправе не пользоваться опционом и приобрести необходимое ему количество товара непосредственно на рынке. Таким образом, опцион покупателя устанавливает как бы верхний предел цены на интересующий его вид товара.

Соответственно, опцион продавца устанавливает нижний предел цены на реализуемый им товар.

В течение периода между сроками подписания и реализации опционов они сами могут стать объектами торговых сделок. Иными словами, опционы продаются и покупаются на рынке как и другие финансовые активы. При этом, естественно, что опцион покупателя ликвиден, если уровень оговоренной в нем цены ожидается ниже уровня рыночной, а опцион продавца ликвиден, когда уровень его цены выше ожидаемой рыночной цены на данный вид товара. Таким образом, очевидно, что на текущую стоимость опционов влияет целый ряд факторов – оговоренная в нем цена сделки, ожидаемый уровень рыночной цены (ее примерный закон распределения вероятностей), период времени, остающийся до реализации опциона (чем меньше его величина, тем больше вероятность правильного определения рыночной цены на товар) и т.п. В любом случае можно сказать, что цены на опцион подчиняются следующим ограничениям: цена опциона покупателя удовлетворяет соотношению
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где S – рыночная цена на товар, а R  – цена, оговоренная в опционе; У – цена опциона в интервале времени между моментами его заключения и реализации.

На финансовых рынках различают “европейские” и “американские” опционы (заметим, что эти термины не имеют географического содержания). Европейский опцион может быть использован только в день, оговоренный контрактом. Американский опцион может быть реализован в любой день с момента заключения контракта до его окончания.

Здесь следует иметь в виду, что финансовые рынки как бы подразделяются на две категории – первичные и вторичные. На первичном рынке ценные бумаги приобретаются их первыми владельцами – инвесторами. На этом рынке осуществляется эмиссия (выпуск) ценных бумаг, устанавливается их первоначальная цена, оговариваются права инвесторов и т.п. Поскольку каждая ценная бумага характеризует определенное направление вложения капитала, то можно сказать, что основной функцией первичного рынка ценных бумаг является формирование первоначальной межотраслевой структуры вложения капитала путем “производства” специфического товара – ценных бумаг и его первоначального распределения между владельцами=инвесторами. Здесь предполагается, что побудительным мотивом для такой сделки является возможность получения инвесторами прибыли на вложенный капитал.

На вторичном рынке ценных бумаг осуществляется процесс их обращения путем перепродажи новым владельцам. Активными участниками этого рынка становятся спекулянты, стремящиеся получить доход за счет разницы цен на моменты покупки и продажи ценных бумаг (курсовой разницы). Обращение ценных бумаг осуществляется практически непрерывно. Цены на них складываются под влиянием соотношения спроса и предложения, размеры которых в свою очередь формируются под воздействием множества субъективных и объективных факторов. Важнейшим из них является опять же размер ожидаемой прибыли (дивидендов) на средства, вложенные в ценные бумаги.

Экономическое значение вторичного рынка ценных бумаг состоит в перераспределении первоначально сформированной первичным рынком структуры инвестиций. Вторичный рынок не влияет на общий объем инвестиций, но он обеспечивает их перераспределение из предприятий (отраслей), исчерпавших возможности получения высокой прибыли, в предприятия (отрасли) с реальной перспективой эффективного экономического роста.

Кроме того, важнейшей функцией вторичного рынка является обеспечение возможности превращения ценных бумаг в наличные деньги, что предоставляет их держателям экономическую свободу в выборе форм и способов использования накопленного капитала.  

Для управления торговлей различными видами товаров и активов сформированы специальные организации, называемые биржами. Наиболее крупные из них расположены в Нью-Йорке, Чикаго, Лондоне, Амстердаме, Гонконге, Монреале, Париже, Токио и ряде других центров мировой торговли. Биржа представляет собой бесприбыльную организацию, деятельность которой финансируется за счет членских взносов и оплаты за предоставляемые услуги, информацию.

Обобщающей характеристикой любой сделки (купли-продажи) на бирже является цена (акции, единицы товара, контракта и т. п.). Финансовая эконометрика как раз и исследует закономерности, складывающиеся во временных рядах таких цен при определенных допущениях, позволяющих приблизить теоретические и прикладные предпосылки ее моделей к реалиям исходной информации. Основными из этих допущений связаны с правилами фиксации цены. Цены на реализуемые активы и товары устанавливаются по результатам сделок и могут меняться по несколько раз за день работы биржи. В целях упрощения анализа, снижения неопределенности в исходных данных и, самое главное, для удовлетворения основного допущения моделей временных рядов о равенстве интервалов между моментами фиксации их значений эти цены в финансовой эконометрике фиксируются на определенный момент работы биржи. Как правило, в качестве такого момента рассматривается время ее закрытия. Вместе с тем, теоретически и практически вместо моментных значений цены возможно использовать и усредненные за некоторый период времени цены по результатам свершившихся сделок, которые тогда должны фиксироваться на момент времени, характеризующий середину периода усреднения.

На основании этих данных можно сформировать временные ряды цен с любым промежутком времени между их значениями, т. е. с дневным, недельным, месячным и т. д. интервалом. Вместе с тем, и в этом случае необходимо ввести некоторые допущения.

Поскольку в выходные дни биржи не работают, то в реальных временных рядах финансовых показателей (в дневных сериях) имеют место пробелы, относящиеся к субботам и воскресениям. С целью соблюдения условия равенства временных интервалов между моментами фиксации соседних рассматриваемых значений зависимой переменной ее уровни в выходные дни можно установить по показателям, имевшим место на пятницу и понедельник. Это несложно сделать путем их “усреднения”. Либо для субботы принять уровень показателя пятницы, а для воскресения – понедельника и т.п. 

Аналогичным образом решается проблема заполнения недельных пробелов, если такие возникают из-за перерывов в работе финансовых рынков в праздничные периоды (обычно на рождество).

Многие финансовые рынки функционируют в течение длительного периода времени (несколько лет, а некоторые и столетиями), и поэтому финансовая статистика сформировала достаточно длинные временные серии цен по целому ряду товаров, по соотношениям валют (цен на золото, нефть, на акции крупных компаний и т. п.). 

Таким образом, в финансовой эконометрике не возникает особых проблем с формированием исходных данных  в отношении зависимой переменной (цены), необходимых для построения описывающей закономерности ее изменения модели. Однако увязать эти изменения с вполне конкретными факторами, которые однозначно количественно могли бы быть выражены, практически невозможно. Более того, часто на финансовых рынках даже установить эти факторы чрезвычайно сложно. Многие из них неформализуемы, имеют разовый характер (смена правительства, начало военных действий обычно вызывают значительные колебания в уровне финансовых показателей).

На финансовые показатели также влияют “слухи”, т.е. неподтвержденная информация, которая также не поддается количественному выражению.* 

В результате этого модели финансовой эконометрики обычно не используют независимые переменные. Их “правая” часть формируется на основе других предпосылок, важнейшей из которых является предположение о том, что текущие значения рассматриваемого финансового показателя в значительной степени предопределены его предыдущими значениями. Иными словами, закономерности его изменения зависят от “характера”, “свойств” наблюдаемой временной серии.

При этом и выбор показателя для формирования временного ряда, отражающего финансовый процесс, в немалой степени определяет общий вид и свойства описывающей его эконометрической модели. Базовым финансовым показателем, как это уже было отмечено, является цена. Вместе с тем, часто она служит лишь отправной характеристикой для формирования более “подходящих” для моделирования временного ряда производных от нее показателей, динамика которых в некотором смысле обладает более ярко выраженными, более устойчивыми, теоретически нагляднее объяснимыми закономерностями. Рассмотрим некоторые из этих производных показателей более подробно. 

Достаточно часто финансовая эконометрика оперирует показателями “дохода”. Обозначим через Yt   установленную на момент t цену товара, акции  и любого другого продукта, реализуемого на бирже, и предположим, что за период (t–1, t) его владелец не получит дивидендов. Темп прироста цены за интервал (t–1, t), рассчитываемый как




в научной литературе получил название “простого чистого дохода” (simple net return).

Темп роста цены, определяемый как




называется “простым валовым доходом” (simple gross return).

Легко видеть, что валовый доход за k периодов от момента t-k до t, обозначенный через Qt(k)=1+Rt(k), рассчитывается как произведение однопериодных доходов




В свою очередь, чистый доход за k периодов определяется как валовый доход за этот интервал времени минус единица, т. е.




Существует по крайней мере две причины, по которым финансовая эконометрика часто отдает предпочтение временным рядам доходов по сравнению с рядами цен. Во-первых, есть основание предполагать, что для инвесторов финансовые рынки представляются достаточно совершенными механизмами, в том смысле, что уровень цен на них не зависит от размера инвестиций. В такой ситуации привлекательность вложений капитала не зависит от вида товара и вследствие этого определяется величиной дохода, а не уровнем его цены.

Во-вторых, свойства временных рядов доходов, как правило, предпочтительнее с точки зрения статистики. Им, например, в большей мере присуща стационарность, чем рядам цен.

Однако, взаимосвязи между однопериодными доходами и доходом за объединенный период, выраженные произведением (7.3), также не очень удобны с точки зрения статистического анализа. В частности, усредненный за k периодов доход в этом случае рассчитывается как среднегеометрическое значение.

Вместе с тем, математическая статистика и эконометрика в большей степени оперирует среднеарифметическими показателями. Такую возможность представляет использование логарифмов доходов, которые называют “непрерывно составными доходами” (continuously compounded returns). Обозначим логарифмический доход в момент t через qt=ln(1+Rt)=ln Qt. Легко видеть, что между его уровнем qt  и исходными ценами существует достаточно простая взаимосвязь, выражаемая  следующим соотношением




где уt  = ln Yt.

Преимущества показателя qt  перед Qt  становятся очевидными при рассмотрении логарифмического дохода за k периодов




Из выражения (7.6) вытекает, что логарифмический доход за k периодов является арифметической суммой однопериодных логарифмических доходов.

Однако и логарифмические доходы имеют свои недостатки. Они неудобны при анализе финансовых “портфелей”, представляющих собой взвешенную (в долях) сумму различных активов (акций, инвестиций и т.п.).

Если i-я позиция такого портфеля имеет вес (долю) (i  ,  тогда чистый доход от портфеля определяется как взвешенная сумма доходов различных активов




В то же время логарифмические доходы не представляют такой возможности для расчета логарифмического дохода портфеля, поскольку логарифмирование выражения (7.7) не приводит к взвешенной сумме логарифмов.

Между простыми и логарифмическими доходами существуют не только функциональные взаимосвязи типа (7.5), но и взаимосвязи между законами их распределений*. В частности, статистические исследования реальных временных рядов цен также показали, что для логарифмических доходов достаточно правдоподобным является предположение о “нормальности” их распределения в каждый момент времени t, т. е.




где ( и (q2 – математическое ожидание и дисперсия распределения. 

Это, в свою очередь, значительно упрощает процедуры анализа закономерностей распределения простых доходов, которые в этом случае имеют логарифмически нормальное распределение с параметрами







В свою очередь, при условии “нормальности” закона распределения простого дохода с математическим ожиданием т и дисперсией (R2 из (7.9) и (7.10) следует, что соответствующие показатели для логарифмического дохода определяются следующими выражениями







Заметим, что, кроме предположения о “нормальности” распределения логарифмических доходов, финансовая эконометрика часто использует допущение о том, что многие переменные, являющиеся производными от основных финансовых показателей, оказываются распределенными по законам, относящимся к семейству распределений, называемому “классом стабильных распределений”. Более того, нормальное распределение также относится к этому классу. Характерная особенность класса стабильных распределений состоит в том, что сумма случайных величин, распределенных по какому-либо стабильному распределению, также распределена по этому же закону.

Стабильные распределения, как правило, отличаются от нормального более медленным приближением к оси ординат их плотностей распределений. Иными словами, на их “хвостах” накапливается вероятность более значительная, чем на “хвостах” нормальных распределений с теми же параметрами.

Примером класса стабильных распределений является подкласс Гауссовых распределений. Функция плотности вероятностей для этого подкласса определяется формулой



 

где 

– математическое ожидание; (  – среднеквадратическое отклонение.

При  

=0 и ( =1 выражение (7.13) определяет стандартизованное Гауссово распределение.

Установить, что случайная величина хt  распределена, например, по Гауссову, а не по нормальному закону достаточно просто. На это указывает значение эксцесса (коэффициента эксцесса), которое свидетельствует о мере “размытости” распределения по оси ординат. Напомним, что на практике эксцесс рассчитывается согласно следующему выражению:




где ( – математическое ожидание и (х – среднеквадратическое отклонение величины хt.

Известно, что у “нормального” распределения случайной величины К(3. Большая “размытость “ Гауссова распределения приводит и к большему значению эксцесса, т. е. для Гауссова распределения с теми же параметрами, что и нормальное эксцесс больше, чем 3 (К(3).

Вследствие этого коэффициент эксцесса, как и другие моменты высоких порядков, достаточно часто применяются при обосновании и построении относительно широкого класса моделей финансовой эконометрики. Здесь следует отметить, что модели финансовой эконометрики, описывающие динамические ряды финансовых показателей, разделяются на несколько классов в зависимости от тех свойств, которые присущи рассматриваемым процессам. В частности, рассмотренный в главе VI комплекс моделей авторегрессии-скользящего среднего (АРСС(k, т)) нашел широкое применение в исследованиях финансовых временных рядов, обладающих свойствами, характерными для стационарных процессов 2-го порядка. Вследствие этого, материал главы VI без каких-либо ограничений может быть использован и в сфере финансового анализа.

Однако многие реальные финансовые процессы обладают другими, отличными от “слабой” стационарности свойствами. В их отношении финансовая теория выдвигает соответственно и специфические для них предположения, гипотезы, которые легли в основу классов моделей финансовой эконометрики, отличных от моделей АРСС. Некоторые из этих гипотез рассматриваются в следующем разделе.  

7.2. Гипотезы финансовой эконометрики

Различные классы моделей финансовой эконометрики базируются на тех или иных предположениях относительно корреляционных взаимосвязей, характерных для наблюдаемого временного ряда определенного финансового показателя, в качестве которого могут выступать непосредственно цены, доходы (чистые, валовые, логарифмические), а также их приросты, ошибки моделей и некоторые другие характеристики. Примером этих характеристик могут являться также и функциональные преобразования финансовых показателей, например, линейные и степенные функции от них.

Значительная часть таких взаимосвязей может быть определена общим выражением, означающим отсутствие автоковариационных связей между временными рядами, образованными различными функциональными преобразованиями рассматриваемого финансового показателя, следующего вида:

Cov(f(zt), g(zt–k))=0, k=1, 2,...                          (7.15)

В выражении (7.15) в качестве аргумента z функций f и g  выступает одна из перечисленных выше характеристик финансового показателя (цена, какая-либо из ее производных, функция от цены или ее производной и т. п.), рассматриваемая в моменты t и t–k соответственно.

Выражение (7.15) часто называют ортогональным условием. Различные сочетания входящих в него функций соответствуют вполне определенным предпосылкам относительно характера взаимосвязей во временном ряду финансового показателя (исходные гипотезы), которые и кладутся в основу описывающей этот ряд модели. Рассмотрим некоторые из наиболее известных предпосылок более подробно.

Одна из самых “старых” гипотез относительно взаимосвязей во временном ряду цен, лежащая в основе так называемой “мартингальной модели” (martingale model)*, предполагает отсутствие автокорреляционных взаимосвязей между приростом цен при любых сдвигах. 

Случайный процесс Yt, t=1,2,..., характеризующий динамику цены в этом случае удовлетворяет следующему условию:

M[Yt+1/Yt, Yt–1,...]=Yt,                           (7.16)

которое эквивалентно соответствующему условию для приростов цен

M[Yt+1–Yt /Yt, Yt–1,...]=0.                       (7.17)

Выражения (7.16) и (7.17) свидетельствуют о том, что условное математическое ожидание цены в момент t+1  при известных ее значениях в периоды времени t, t–1, t–2,... равно ее значению в момент t, которое , в свою очередь, предопределено предшествующей динамикой этой цены или, что эквивалентно, условное математическое ожидание прироста цены за интервал (t, t+1) при известной ее предыстории равно нулю и, таким образом, прирост цены не зависит от предшествующих уровней цен. Последнее допущение также означает, что любые (по величине лага) непересекающиеся во времени приросты цен некоррелированы между собой, что предопределяет невозможность их предсказания с помощью линейных моделей временных рядов, рассмотренных в главе VI. Таким образом, “лучший прогноз” цены на дату t+1– это ее уровень на дату t.

Условия (7.16) и (7.17) удовлетворяют предпосылкам так называемого “эффективного рынка”, одна из важнейших среди которых свидетельствует о том, что текущая цена полностью предопределена информацией, содержащейся в ценах предыдущих периодов и не существует никакой другой информации, поступившей в период (t, t+1), эксклюзивное владение которой позволяет участникам торговых сделок извлечь дополнительную прибыль. Следовательно, условное математическое ожидание прироста цены на ее предшествующие значения не может быть ни положительным, ни отрицательным, а “обязано” быть равным нулю, и изменения цены являются абсолютно случайными и непредсказуемыми.

С точки зрения “ортогонального” условия (7.15) предпосылки мартингальной модели означают, что функция f является линейной с аргументом, выражающим прирост цен в текущем периоде, а функция g может быть любой по отношению к этому аргументу, рассматриваемому в предшествующие периоды. Кроме линейной функции прироста в качестве g   может рассматриваться, например, любая степенная функция от этого аргумента, т. е. g((yt–k2), g((yt–k3),... , k=1, 2,...  .

Достаточно широкий класс моделей финансовой эконометрики базируется на предположении о том, что приросты цен эквивалентны случайному процессу по своим свойствам близкому к “белому шуму”. Это предположением отражает сущность так называемой “гипотезы случайного блуждания” (ГСБ). В научной литературе описаны три версии этой гипотезы, которые отличаются друг от друга содержанием, вкладываемым в понятие “белого шума”.

Согласно первой версии этой гипотезы – ГСБ-1, разработанной еще в начале ХХ века*, случайные приросты финансового показателя (цены) и любые их функциональные преобразования независимы и удовлетворяют условию стационарности или иначе имеют идентичные условные распределения на уровни цен в прошедшие моменты времени. Таким образом, ГСБ-1 утверждает, что динамика приростов цены по своим свойствам соответствует процессу “строгого белого шума”. Как правило, закон распределения приростов предполагается нормальным N((0,  (2), в специальных случаях – стабильным**.

С точки зрения выражения (7.15) это означает, что в качестве f(zt) и g(zt–k) могут рассматриваться как линейные, так и степенные функции от приростов z (например, квадраты и более высокие степени). 

Вместе с тем, результаты анализа динамики многих финансовых показателей, зафиксированных на мировых рынках, свидетельствуют, что продекларованное ГСБ-1 предположение об идентичности закона распределения их приростов часто не подтверждается, особенно на продолжительных (свыше года) периодах наблюдения. В значительной степени это относится к параметрам их закона распределения (обычно к дисперсии), хотя вид этого закона может и не изменяться. Например, дисперсия не удовлетворяет условию гомоскедастичности и меняется во времени.

Процесс с независимыми, но неодинаково распределенными (имеются в виду условные распределения на уровни цены в прошлом) приращениями, вообще говоря, не относится к разряду процессов “белого шума”, поскольку в данном случае он не является стационарным (точнее, не удовлетворяет условиям стационарности 2-го порядка). Вместе с тем , отказ от идентичности закона распределения приростов является логичным развитием ГСБ-1, “смягчающим” ее достаточно строгие ограничения в отношении свойств приростов цены.

Предположение о независимости приростов цены и неидентичности их условных распределений выражает сущность второй версии ГСБ – ГСБ-2. Таким образом, ГСБ-2, как ГСБ-1, предполагает, что как сами приросты, так и любые их функции независимы между собой. С точки зрения (7.15) это означает, что функции f(zt ) и g(zt–k )  также не ограничены по форме. Они могут быть как линейными, так и степенными. ГСБ-2 была обоснована уже во второй половине ХХ века*. 

Смягчение условия полной независимости процесса приращений цен приводит к третьей версии ГСБ – ГСБ-3, согласно которой автокорреляционные связи между приростами отсутствуют, однако автокорреляция между их степенями может иметь место. Например, Cov(zt2), g(zt–k2))(0, для некоторых сдвигов  k(0. Таким образом, с точки зрения выражения (7.15), функции f(zt) и g(zt–k ) являются по форме линейными от приростов z.

Формально, если при этом  (z2=const, то такой процесс остается стационарным. Его свойства эквивалентны свойствам “слабого белого шума” – стационарного процесса с независимыми значениями. Такой процесс можно рассматривать как частный случай стационарного процесса второго порядка с нулевыми автокорреляциями.

Один из вариантов модели, соответствующей любой из рассмотренных версий ГСБ, может быть записан в следующем виде:




где m – ожидаемое постоянное изменение цены в период (t–1, t)**,  t=1, 2,...; (t  – случайный прирост цены в интервале (t–1, t), свойства которого удовлетворяют одной из версий ГСБ. С целью сохранения преемственности в терминологии, по-прежнему, (t   будем называть ошибкой. Обычно при всех версиях ГСБ предполагается, что (t(N(0,  ((2), либо она распределена по стабильному закону с нулевым средним.

Для ГСБ-1 ((2=const, для ГСБ-2  ((2=(t2, что означает изменчивость дисперсии во времени, но в то же время ряды (t2, (t–12, (t–22,... являются статистически независимыми. При ГСБ-3 в отношении  ((2  могут быть выдвинуты различные предположения.

Рассмотрим некоторые общие закономерности динамики цены, вытекающие из выражения (7.18).

Подставляя в (7.18) последовательно значения t=1,2,... получим следующую последовательность значений цен:
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В силу независимости ошибок (0, (1, (2,... и равенства нулю их математического ожидания из последовательности (7.19) непосредственно вытекает, что при m(( условное математическое ожидание цены в момент Т на ее значение Y0, зафиксированное в момент t=0, является линейной функцией от времени 

M[YТ/Y0]=Y0+m(Т.                         (7.20)

Аналогично, в силу независимости ошибок (t, t=1, 2,...; несложно показать, что условная дисперсия цены YT   на ее значение Y0  определяется как сумма квадратов ошибки (.

D(YТ/Y0)=M[Yt –M(Yt /Y0)]2=M[( 0+( 1+... (Т–1 ]2=



* .                                        (7.21)

Для ГСБ-1, в частности, из выражения (7.21) вытекает, что в силу равенства M[(02]=M[(12]=...=((2, условная дисперсия    D(YТ/Y0) с ростом t также растет во времени согласно линейному закону

D(YТ/Y0)=((2(Т.                              (7.22)

В случае ГСБ-2 правая часть выражения (7.22) примет вид 


Из выражений (7.20)–(7.22), в частности, вытекает, что при (=0 условное математическое ожидание M[Yt/Y0] =const, а условная дисперсия, как и в общем случае, увеличивается согласно линейной зависимости.

Неограниченность роста условной дисперсии (7.21) в общем случае противоречит очевидному условию неотрицательности цены в любой момент времени, т. е. Yt((, t=1, 2,... С целью избежания этого противоречия, там, где оно может иметь место, модели финансовой эконометрики “работают” или с логарифмами цены yt=lnYt, или с логарифмами доходов 


В этих случаях аналогами модели (7.18) являются следующие выражения соответственно: 







где показатели ( и (t  имеют то же статистическое содержание, что и показатели m и (t  в модели (7.18), т. е. являются математическим ожиданием и ошибкой соответственно.

Знание специфических свойств процесса изменения финансового показателя позволяет подобрать (построить) адекватную его закономерностям математическую модель, которая более точно описывает исходный ряд Yt, а, следовательно, и обладает лучшими предсказательными способностями в отношении его будущих значений Yt+1, Yt+2,... по сравнению с другими вариантами моделей.

Выявление этих свойств прежде всего предполагает умение соотносить свойства рассматриваемого процесса с какой-либо из версий ГСБ. Решение этой непростой проблемы обычно осуществляется с помощью специальных тестов, которым подвергается исходный ряд цен Yt, t=0, 1, ... или какие-либо его производные характеристики (доходы, логарифмы цен, их приросты и т. п.).

7.3. Тестирование финансовых процессов

Для выявления соответствия свойств реального финансового процесса какой-либо из версий гипотезы случайного блуждания, каждая из которых в свою очередь характеризуется специфической формой ортогонального условия (7.15), обычно применяются специальные тесты. Поскольку финансовые процессы являются временными рядами, то в целом, группировка таких тестов аналогична группировке, рассмотренной в главе VI. Иными словами, все множество тестов разделяется на три группы: параметрические, полупараметрические и непараметрические. Более того, многие из рассмотренных в главе VI тестов могут быть использованы и в анализе финансовых процессов, разумеется с учетом их особенностей. Основными из них являются большая продолжительность временного ряда, что позволяет использовать асимптотические оценки; не обязательно нормальное распределение приростов (ошибки), что сужает возможности применения параметрических тестов.

Как и для временных рядов в целом при тестировании финансовых процессов достаточно широкое распространение получили непараметрические тесты, основанные на анализе закономерностей формирования серий последовательных значений финансовых показателей с одинаковым знаком и частот смены знаков у этих серий. Вместе с тем, в отличие тестов временных рядов, рассмотренных в главе VI, которые были ориентированы на выявление свойств случайности, стационарности, непараметрические тесты финансовых процессов нацелены на проверку более жесткого ортогонального условия (7.15), предполагающего отсутствие во временном ряду финансового показателя или в ряду его функциональных преобразований автокорреляционных связей.

Один из базовых непараметрических тестов, разработанный еще в 1937 г. Коулсом и Джонсом* для проверки ГСБ-1, анализирует закономерности формирования возрастающих и убывающих по величине последовательных значений временного ряда и смены направления этих изменений. Данный тест не достаточно  сильный. Более того, он в основном ориентирован на выявление автокорреляционных связей во временном ряду самого финансового показателя и, вследствие этого, даже в большей степени подходит для проверки других версий ГСБ – ГСБ-2 и  ГСБ-3.  Вместе с тем, его идеи оказались достаточно плодотворными и на их основе было развито целое направление тестирования ГСБ-1.

Дадим описание этого теста на примере модификации модели (7.23), оперирующей с логарифмами цен




где yt=lnYt; Yt  – уровень цены актива в момент t, и математическое ожидание его прироста равно нулю, (=0. Тогда ошибку модели (7.25) можно представить как разность последовательных значений показателя y




Значения  (t  являются случайными величинами с нулевым математическим ожиданием. Они могут быть как положительными, так и отрицательными (включим в последнее множество и нулевые значения ошибки). Обозначим через It  случайную переменную, принимающую только значения 0 или 1 при следующих условиях:

 It  =  
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Тест Коулса-Джонса основан на сопоставлении числа пар значений (t, (t+1  с  одинаковыми (положительными или отрицательными) знаками с количеством смен знаков во временном ряду  (t . С этой целью с использованием соседних значений It  и It+1   сформируем величину Аt    согласно следующему выражению:

Аt=It (It+1+(1– It)(1– It+1).                       (7.28)

Несложно убедиться, что на каждой паре It  и It+1   Аt   принимает значение либо 0 (если It  и It+1  имеют разные значения), либо 1 (если значения It  и It+1  совпадают). Тогда для любой последовательности (t, t=0,1,2,..., Т, число NS, рассчитанное как




представляет собой количество пар значений ошибки (t  и (t+1, имеющих одинаковый знак, а число Nr , определяемое как 

Nr = T – NS  –                                   (7.30)

количество смен знаков у ошибки.

Если ГСБ справедлива, то при (=0 и дополнительном предположении о симметричности распределения ошибки, числа NS и Nr  должны быть приблизительно равными, а, следовательно, и их отношение 
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будет достаточно близким к единице. При достаточно больших значениях Т этот вывод является следствием теоремы Чебышева, вытекающим из представления (7.31) в виде отношения частот (S=NS/Т и (r=Nr/Т, (S=1–(r, которые при Т(( определяют вероятности последовательностей (t  и (t+1   с одинаковым знаком и смены знаков у этих значений ошибки соответственно




где символ “

” означает сходимость в вероятностном смысле случайной величины SR к ее математическому ожиданию, в данном случае равному единице.

Заметим, что NS   является случайной переменной, сформированной как сумма Т случайных величин Аt, распределенных по закону Бернулли на множестве 1 и 0. Закон распределения Аt  с ростом  Т приближается к нормальному. Причем, поскольку для ошибки, определенной по формуле (7.26), имеем      р((t(()=р((t(()=1/2, то из выражения (7.28) непосредственно вытекает, что 




Из этого факта следует, что математическое ожидание величин NS  и Nr  равно 




а их дисперсия –




Можно показать, (см. приложение 3 к главе VII), что в этом случае с увеличением Т закон распределения отношения           SR=NS/Nr  также является нормальным с математическим ожиданием, стремящимся к единице, и дисперсией отношения D(NS/Nr), асимптотически приближающейся к следующей величине:
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Таким образом, проверка ГСБ с использованием теста Коулса-Джонса при небольших значениях Т состоит в установлении факта принадлежности расчетного значения NS /Nr следующему интервалу:
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где (* (р*, Т–1)  – табличное значение критерия Стьюдента, соответствующее уровню доверительной вероятности р*    и числу степеней свободы Т–1.

При Т((  для этих же целей целесообразно использовать стандартизованное нормальное распределение, согласно которому ГСБ принимается, если выполняется следующее соотношение:
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где пределы х1   и х2    находятся из равенства

р*=(


(см. выражение (6.32)).

Если соотношение (7.37) выполняется, то временной ряд уt удовлетворяет ГСБ с вероятностью р*  .

Рассмотренный тест может быть усовершенствован и на более общий вариант модели (7.23), который, напомним, записывается в следующем виде: 




где ((0; (t  – значение случайной ошибки, распределенной по нормальному закону, (t (N(0,  ((2) . 

В этом случае, поскольку ((0, то случайная величина It, определенная согласно выражению, аналогичному (7.27), имеет другое соотношение вероятностей:

 It  =  
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где (yt=yt–yt–1=(+(t.

Очевидно, если ((0, то ((1/2, а при  ((0, ((1/2 .

В любом из этих случаев из выражения (7.28) вытекает, что вероятность (S  оказывается равной




а вероятность (r  определяется следующей величиной:

 


Тогда, очевидно, что соотношение этих двух вероятностей окажется больше единицы 




Математическое ожидание случайной переменной NS,  как и в предыдущем случае определяется согласно распределению Бернулли, т. е. М[NS ]=(S (Т. Однако при определении дисперсии этой случайной величины следует учитывать, что в каждой паре переменные Аt  и Аt+1  зависимы между собой. В этом случае значение определяется следующим выражением




где ковариация двух последовательных случайных величин Аt  и Аt+1 рассчитывается согласно следующей формуле (см. приложение  1 к главе VII):




Коулс и Джонс показали, что случайная переменная SR из выражения (7.42) при больших значениях Т распределена приблизительно по нормальному закону с математическим ожиданием и дисперсией, определяемыми следующими выражениями соответственно (см. приложение 3 к главе VII):




Заметим, что в тех случаях, когда в модели (7.38) постоянная составляющая прироста равна нулю, т. е. (=0, параметры распределения случайной величины SR, определенные выражением (7.45), равны 1 и 4/Т соответственно (см. выражение (7.36)).

С учетом выражения (7.45) тест Коулса-Джонса для проверки ГСБ состоит в следующем. Для модели (7.23) на основании временного ряда значений уt, t=1,2,...,Т, представляющих собой логарифм цены актива Yt, т. е. yt=lnYt, определяются: а) постоянная составляющая прироста ( и б) временной ряд ошибки  (t. Заметим, что ( является средним приростом значений уt, т. е.




В предположении, что ряд ошибки (t  распределен по нормальному закону с нулевым средним и дисперсией ((2=(2, т. е. (t(N(0,((2) можно оценить вероятность события It =1, т. е. значение  (, согласно следующему выражению:

(=р((t (0)=(


где f(х) – плотность стандартизованного нормального распределения и (((/()– табличное значение интеграла вероятностей.

Подставив найденное значение (  в выражение (7.45) непосредственно получим теоретические значения параметров распределения отношения SR. Если его расчетная (эмпирическая) величина, определяемая как 

, где 

 и At определено выражением (7.28), и It  –  выражением (7.27), удовлетворяет соотношению




то ГСБ принимается с вероятностью р* , где ((р* , Т–1)– табличное значение критерия Стьюдента, соответствующее доверительной вероятности р*   и числу степеней свободы Т–1 ; ((SR) определяется как корень из дисперсии 

, в свою очередь, рассчитанной согласно (7.45).

В научной литературе описано целое семейство тестов ГСБ, основанных на прямых методах выявления корреляционных связей при различных лагах, как в самих временных последовательностях, так и во временных рядах функциональных преобразований их значений. Такие тесты, например, предполагают оценку значимости коэффициентов автокорреляции временных последовательностей логарифмов цен yt=lnYt, ошибок (t  в моделях типа (7.23) и других в предположении, что случайная величина, представляющая собой коэффициент автокорреляции i-го порядка, i=1, 2,... k, при больших значениях Т распределена по стандартизованному закону нормального распределения, т. е. ri (

, где 

 (D(ri ) (см. главу VI, выражения (6.25), (6.26)...). Тогда переменная 

 распределена по стандартизованному нормальному закону с нулевым средним и единичной дисперсией 

(

. В этом случае тест заключается в проверке значимости первых k коэффициентов автокорреляции. Если в ходе тестирования подтверждается их незначимость, то ГСБ принимается.

Для этих же целей может быть использован совокупный критерий согласия Бокса-Пирса (см. выражение (6.116), глава VI). Напомним, что случайная величина Qk , рассчитываемая как




при больших Т распределена по закону  (2(k). В соответствии с этим гипотеза об отсутствии автокорреляции в рассматриваемом временном ряду принимается, если выполняется следующее соотношение 

Qk ( (2(p*  , k).                                       (7.50)

Заметим, что при небольших значениях Т величину критерия Qk  рекомендуется определять согласно следующей формуле:




Учет некоторых других свойств временного ряда финансового показателя, соответствующих ГСБ, наряду с отсутствием автокорреляционных связей позволило сконструировать несколько более эффективные тесты проверки ГСБ по сравнению с “чисто автокорреляционными” тестами. Одним из основных среди этих свойств является линейная зависимость условной дисперсии временного ряда от времени (см. выражение (7.22)). Как уже отмечалось, это свойство в большей степени характерно для ГСБ-1. Однако и в случае других версий ГСБ характерно, что дисперсия суммы значений временного ряда равна сумме дисперсий каждого из них (см. выражение (7.21)).

В такой ситуации можно ожидать, что в условиях справедливости предположений ГСБ дисперсия суммы двух последовательных значений временно ряда qt  и qt–1  будет приблизительно равна удвоенной дисперсии значения qt  (см. выражение (7.5)). Напомним, что поскольку 

, то 




Обозначим сумму qt+qt–1  как qt (2), т. е. qt (2)=qt+qt–1,  и составим отношение дисперсий значений qt (2) и удвоенной дисперсии значений исходного ряда qt, t=1, 2,..., Т; которое обозначим как VR (2). Получим




где r1 – первый коэффициент автокорреляции ряда qt.

В случае справедливости ГСБ можно ожидать, что поскольку r1((, то отношение дисперсий будет близко к единице, т. е. VR(2)(1. При этом, если во временном ряду qt   имеет место  положительная автокорреляционная связь, то VR(2)(1. С точки зрения выражений (7.21) и (7.22) это означает, что условная дисперсия суммы двух последовательных значений временного ряда qt будет нарастать быстрее, чем по линейному закону. При отрицательной автокорреляции (r1(0) VR (2)(1, т. е. рост дисперсии этой суммы будет медленнее линейного закона. 

Для построения теста, проверяющего ГСБ на основании отношения дисперсий VR(2), необходимо знать закон распределения этой случайной величины. Интуитивно на основании выражения (7.52) можно ожидать, что закон распределения VR(2) совпадает с распределением случайной переменной 2r1, которое, как было отмечено в главе VI, при r1(( приблизительно нормальное с математическим ожиданием, равным нулю, и удвоенной дисперсией. Напомним, что дисперсия случайной переменной r1 (D(r1))  приблизительно равна 1/Т. В нашем случае можно ожидать, что ее величина составит 2/Т, т. е. D(2r1)=2/Т. Иными словами, случайная величина 

оказывается распределенной согласно нормальному закону 

, а величина 

 распределена по стандартизованному нормальному закону.

Для более строгого доказательства этого интуитивно предполагаемого результата рассмотрим процесс, определенный выражением (7.23), в моменты времени t=0,1,2,...,2Т. Оценки параметров математического ожидания постоянного прироста ( и дисперсии D(y)=(y2 определим согласно следующим выражениям:










Заметим, что оценка дисперсии (y2   – (22 получена на основании четных значений ряда уt, т. е. для двойного периода времени между наблюдениями (t, t+2). За такой период постоянная составляющая прироста равна 2(, а ошибка равна сумме ошибок интервалов (t, t+1) и (t+1, t+2) , т. е. ((2t+(2t+1).

Оценки (12  и (22 дисперсии (y2  являются случайными величинами, подчиненными нормальному закону распределения (см. приложение 2 к главе VII). При этом







Таким образом, из выражений (7.57) и (7.58) следует, что дисперсия оценки (22  оказывается в два раза больше, чем дисперсия оценки (12. Здесь учтено, что при оценке (12 число степеней свободы равно 2Т, а при оценке (22  число степеней свободы равно Т. 

Заметим, что в соответствии с (7.52), отношение  (22/(12 представляет собой случайную величину VR (2), определенную выражением (7.53). Это следует из того, что D(yt+yt–1)=(22, а D(yt)=(12. Иными словами, 

VR (2)= (22/(12.                                   (7.59)

Используем формулу Тейлора для оценки сначала математического ожидания отношения VR (2). Получим (см. выражение (7.199) приложения 3 к главе VII)

M[VR (2)]=1.                                   (7.60)

Далее согласно этой же формулы найдем дисперсию переменной (VR (2)–1)=

, которая, как  показано в этом же приложении, определяется выражением 

D[VR (2) –1]=

,                                   (7.61)

где, напоминаем, в данном случае 2Т – количество степеней свободы процесса yt, t=0,1,2,...,2Т  .

Таким образом, в случае справедливости ГСБ отношение  VR (2) при Т((  распределено приблизительно по нормальному закону, т. е.           (VR (2)–1)(

, откуда в свою очередь следует, что




Результат (7.62) совпадает с рассмотренным выше интуитивным предположением. 

Из выражения (7.62) непосредственно вытекает, что справедливость ГСБ может быть подтверждена или отвергнута на основании сопоставления расчетного значения  

 с пределами интегрирования стандартизованной плотности нормального распределения при заданной доверительной вероятности р*   и значении  Т+1 – числе измерений временного ряда yt, t=0,1,2,..., Т.

Иными словами, ГСБ принимается, если удовлетворяется соотношение




где х1    и х2   находятся из выражения

р(х1 (z( х2)=р*=(


и х1=–х2,




В частности, при р*=0,95 ГСБ справедлива, если интервал (7.63) имеет следующие пределы: х1 =–1,96, х2 =1,96.  

Рассмотренный тест несложно преобразовать для случая 2-го, 3-го и т. д. коэффициентов автокорреляции приростов ряда yt  и, следовательно, отношений VR (3), VR (4),... .

В частности, отношение VR (3), на основании которого может быть проверена гипотеза о равенстве нулю 2-го коэффициента автокорреляции ряда приростов процесса yt, формируется следующим образом:




где, в свою очередь, числитель (32   определяется следующим выражением:




Остальные характеристики, т. е. (  и (12, определены как и раньше выражениями (7.54) и (7.55) соответственно.

Как и в случае VR (2) можно показать, что случайная величина 

распределена при Т ((  по нормальному закону с параметрами (0,4). 

В общем случае, случайная величина 

 имеет также асимптотически нормальное распределение N(0,2(n–1)). Гипотеза о справедливости ГСБ в данном случае подтверждается с вероятностью р*, если расчетное значение VR (п) удовлетворяет соотношению (7.63) при случайной величине z, определяемой следующим выражением:




Таким образом, рассмотренные тесты позволяют проверить справедливость основной предпосылки всех версий ГСБ – отсутствие автокорреляционных связей в ряду приростов финансового показателя yt, t=1,2,..., Т; yt=lnYt.  Однако подтверждение этого предположения еще не указывает на конкретную версию ГСБ. Напомним, что различные версии ГСБ отличаются друг от друга либо наличием определенных закономерностей в рядах   функциональных преобразований этих приростов (ошибок), либо особыми свойствами дисперсии ошибки (гетероскедастичность). В частности, напомним, что ГСБ-1 и ГСБ-2 предполагают  полное отсутствие корреляционных связей между временными рядами квадратов значений ошибки (а также их третьих, четвертых степеней и т. п.). ГСБ-2 допускает некоррелированные изменения дисперсии этого процесса в рассматриваемом интервале, а ГСБ-3 допускает существование корреляционных взаимосвязей во временных рядах значений ошибки, возведенных во вторую, третью и т. д. степени, различных комбинаций рядов, полученных в виде произведений разновременных значений ошибки, т. е. типа (t((t–i   и (t((t–j  и т. п.

Таким образом, при справедливости ГСБ-1 дополнительно к условиям типа cov((t, (t–i)=0, i=1,2,... должны выполняться условия, свидетельствующие об отсутствии автокорреляционных связей в рядах квадратов ошибки, ее произведений четвертого порядка и т. д. , что эквивалентно следующим соотношениям:




где (t=(уt–уt–1–().

При нарушениях условия (7.67) рассматриваемый процесс удовлетворяет условиям ГСБ-3.

В этом случае для проверки соответствия свойств рассматриваемого процесса предпосылкам ГСБ-1 или ГСБ-3 тестированию должны быть подвергнуты также временные ряды квадратов ошибки и их разновременных произведений. При этом могут использоваться те же самые тесты, которые были рассмотрены в разделе 7.3.

Справедливость предпосылок ГСБ-2 обычно устанавливается путем проверки условия постоянства дисперсии приростов в ряду рассматриваемого финансового показателя. Если условие 



 

на интервале t=1,2,..., Т не выполняется, процесс удовлетворяет предпосылкам ГСБ-2. В случае выполнения этого условия рассматриваемый процесс удовлетворяет условиям ГСБ-1 (разумеется при выполнении также условия (7.67)). Для проверки условия (7.68) можно использовать тесты, основанные на критериях Фишера, Кокрена, Сиджела-Тьюки и другие, описанные в главе VI.

Заметим, что рассмотренные в данном разделе тесты обычно используются в исследованиях свойств временных рядов финансовых показателей с глубиной интервала наблюдений, не превышающей 1-2 года. В последнее время в научной литературе вырос интерес к исследованиям свойств временных рядов со значительно более обширной предысторией, охватывающей 10-летний и более продолжительные периоды. На таких интервалах в целом трудно ожидать выполнения предпосылок ГСБ-1. Однако и их нарушение можно обнаружить, лишь сопоставляя свойства процессов на различных достаточно больших временных промежутках, поскольку в период из 100-500 наблюдений такие процессы часто обладают свойствами строгого белого шума.

  Проверка таких свойств (соответствие предпосылкам ГСБ-1 на относительно коротких временных интервалах и соответствие ГСБ-2 или ГСБ-3 на длинных интервалах) осуществляется с использованием специального класса тестов (тесты сверхдлинных временных серий), рассмотрение которых выходит за рамки данного раздела.

7.4. Модели ГСБ-1. Броуновское движение

Одной из достаточно широко известных моделей финансовой эконометрики, описывающих процессы с непрерывным временем, удовлетворяющие предпосылкам ГСБ-1, является модель, получившая в научной литературе название “Броуновского движения”. Ее формирование осуществляется следующим образом.

Предположим, что временной ряд логарифмов цены актива yt=lnYt    в моменты t=0,1,2,... может быть представлен в виде дискретного процесса




где случайный прирост (t  принимает в каждый момент времени t одно из двух значений: ( с вероятностью ( и –( с вероятностью ((=1–(:

                          (t  =    
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Закономерности изменения значений yt  при фиксированном y0  будут определяться, таким образом, тенденциями, характерными для частичных сумм ошибок  


При y0=0 обозначим такую сумму как




Предположим, что на интервале (0, Т) временной промежуток (t, t+1) стремится к нулю, (t, t+1)=h(( и, таким образом, п((, поскольку п(h=Т. В такой ситуации yk(t) переходит в процесс с непрерывным временем. Для того, чтобы процесс yk  (t)  удовлетворял предпосылкам ГСБ-1, необходимо, чтобы его математическое ожидание и дисперсия соответствовали выражениям (7.20) и (7.22). Таким образом, имеем:
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где в нашем случае (2 =((2.

Представим процесс yk  (t) как сумму двух процессов, подчиненных закону Бернулли, yk(t)=y1k(t)+y2k(t), где y1k  (t) и y2k (t) определены как 

, но для y1k  (t) значение ошибки в момент t определено в следующем виде:

                             (t  =    
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а для y2k  (t) – в виде:


(t  =   
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Несложно заметить, что в этом случае математическое ожидание процесса yk(t) равно сумме математических ожиданий процессов y1k  (t) и y2k  (t). С учетом (7.72) имеем




Дисперсию суммы процессов y1k (t) и y2k (t) определим с учетом корреляционной связи между ними следующим образом:




В силу условия ((+(=1 можно показать, что  ковариация  процессов y1k  (t) и y2k  (t) определяется следующим выражением:



*.           (7.76)  

С учетом того, что согласно закону Бернулли  

 в соответствии с (7.75) получим :




При произвольных фиксированных значениях ( и ( и неограниченном росте п получим, что на ограниченном интервале (0, Т) математическое ожидание и дисперсия процесса yп  (Т) в соответствии с (7.74) и (7.77) могут быть неограниченно большими. Требования ограниченности математического ожидания и дисперсии процесса yп  (Т) при конечном верхнем пределе  Т обусловливает необходимость выполнения следующих соотношений для значений ( и ( :




Решая эти уравнения совместно относительно неизвестных ( и ( при условии h(0, получим:




где  

 – бесконечно малая величина, зависящая от 

.

Таким образом, процесс yk(t)  удовлетворяет ГСБ-1 при условии, что с приближением интервала  (t, t+1) к нулю вероятности ( и (( стремятся к 1/2 сверху и снизу.

Можно также показать, что при п(( распределение у(Т) является нормальным с математическим ожиданием (Т и дисперсией (2Т,  у(Т)(N((Т, (2Т) (в соответствии с интегральной теоремой Лапласа) и для него характерны следующие свойства:

а) для любых t1  и t2 (0(t1 (t2 (T)




б) для любых t1, t2, t3  и t4 (0(t1 (t2(t3( t4 (T)




Равенство (7.82) означает, что приращения процесса у(t) в непересекающихся интервалах независимы между собой.

В соответствии с (7.81) несложно получить выражения для условных математических ожиданий и дисперсий процесса у(t), аналогичные выражениям (7.20) и (7.22):



 

Из (7.82) вытекает, что ковариация значений процесса у(t), взятых в различные моменты времени t1  и t2, t2(t1, равна дисперсии этого процесса в момент t1




поскольку 


Несложно заметить, что выражения (7.81)-(7.85) удовлетворяют предпосылкам ГСБ-1.

Процесс у(t), обладающий свойствами (7.81)-(7.85), называют арифметическим Броуновским движением. В общем случае его выражение имеет следующий вид:




где В(t) называют стандартным Броуновским движением, для которого M[B(t)]=0, D[B(t)]=1. Таким образом, условные математическое ожидание и дисперсия процесса В(t) в момент Т  в соответствии с (7.83) и (7.84) определяются следующими значениями:




Процесса Броуновского движения, определенный выражением (7.86), характеризуется рядом особенностей. Рассмотрим некоторые из них более подробно.

Дисперсия стандартного Броуновского движения не зависит от уровня финансового показателя у(t). По существу процесс В(t) определяет случайные изменения отношения (у/у. В то же время выражение (7.86) описывает процесс изменения абсолютных значений финансового показателя во времени с учетом возможной его тенденции ((t и случайных отклонений от нее, определяемой компонентой ((В(t). При этом величина (  как раз и характеризует среднеквадратическое отклонение финансового показателя от его уровня у(t).

Рассмотрим изменения случайного показателя, закономерности которого определяются выражением (7.86), за бесконечно малый интервал времени dt. На основании (7.86) можно записать: 




В выражении (7.88) компонент (dt характеризует ожидаемое изменение значения у за интервал dt, а компонент (dВ(t) – случайное изменение. Однако дифференциал dВ(t) случайного процесса В(t) нуждается в определенном математическом обосновании, поскольку его содержание отличается от содержания аналогичного понятия, используемого в классической математике.

Заметим, что поскольку дифференциал dВ(t) представляет собой прирост случайной величины с определенным законом распределения (N(0,1) за бесконечно малый временной интервал, то он сам является случайной величиной. Его первые два момента определяются с учетом независимости значений переменной В(t) в разные моменты времени и выражения (7.87) следующим образом:




В силу независимости dВ(t) и dt=h также имеем




Таким образом, случайная переменная dВ(t) распределена по нормальному закону с нулевым математическим ожиданием и дисперсией и ковариацией, равными dt.

В научной литературе случайную величину dВ(t) называют стохастическим дифференциалом. 

Заметим, что модель арифметического Броуновского движения, определенная выражением (7.86), на практике не может быть использована при описании динамики непосредственно уровней цен  на финансовые активы Yt, t=1,2,..., поскольку цены не могут принимать отрицательные значения, в то время как выражение (7.86) в общем случае не гарантирует выполнения этого естественного ограничения, из-за возможного dВ(t)(0. 

Кроме того, непосредственное использование цен в модели (7.86) нецелесообразно и с содержательной точки зрения. Заметим, что показатель ( в этом выражении представляет собой ожидаемый абсолютный доход на единицу времени вне зависимости от уровня у. Если вместо у использовать цену актива Y=ey,  то в соответствии с выражением (7.86) окажется, что доход не связан с уровнем его цены. На практике от уровня цены не зависит ставка дохода, т. е. отношение прироста цен к базовой цене. Чтобы учесть это практическое условие,  модель изменения цен должна определять абсолютный доход, являющийся функцией от цены актива, со ставкой дохода не зависящей от этого показателя. 
Модель (7.86) относительно преобразования Y= ey  определяет процесс геометрического Броуновского движения, который также называют Ито-процессом или Ито-стохастическим дифференциальным уравнением.

Конструктивно арифметическое Броуновское движение преобразовать в процесс геометрического Броуновского движения можно, предположив, что модель (7.86) описывает процесс изменения ставки доходности dY(t)/Y(t), которая не зависит от цены финансового актива Y(t). В этом случае получим следующее уравнение относительно прироста цены dY(t):



 

где т – математическое ожидание процесса dY(t)/Y(t).

Выражение (7.93) можно получить и формальным путем, воспользовавшись результатом леммы Ито. Ито доказал, что если z(t) стохастический процесс арифметического Броуновского движения, то его любое функциональное преобразование f(z,t)  удовлетворяет следующему стохастическому дифференциальному уравнению:




Подставляя в нашем случае в (7.94) вместо f(z,t)  ey(t) =Y(t) непосредственно получим



 













где т =

 – математическое ожидание случайной величины 

(см. выражение (7.9)).

При выводе соотношения (7.95) учтено, что при dt(0 в соответствии с (7.89)-(7.95) при dt=h  имеем




Из выражения (7.95) вытекает, что математическое ожидание и среднеквадратическое отклонение процесса геометрического Броуновского движения в момент t пропорционально уровню цены актива Y(t). Аналогично, в этом случае можно сказать, что относительное изменение цены актива dY(t)/Y(t) имеет характер арифметического Броуновского движения, соответствующего ГСБ-1.

Заметим, что процессы арифметического и геометрического Броуновских движений содержат только по два неизвестных параметра (( и () и (т  и () соответственно. При этом  т =

. Их значения несложно оценить на основании известных значений дискретного временного ряда цены актива  yt=lnYt  (см. выражения (7.46), (7.54), (7.55) для этого процесса). Предположим, что непрерывный интервал (0,Т) разбит на N участков, каждый из которых имеет длину h. Значения у измерены в точках nh, где n=0,1,...,N.  Тогда для оценки параметров Броуновского движения на практике можно использовать следующие выражения:







При этом полученные оценки являются асимптотически несмещенными и эффективными, подчиняющимися нормальному закону распределения с дисперсиями, определяемыми следующими выражениями*:







Из последнего выражения, в частности, вытекает, что, если на фиксированном интервале времени увеличить количество измерений, т. е. при фиксированном Т=N(h, расстояние между интервалами h устремить к нулю, тогда N((, и в соответствии с (7.100) получим 

 ((.

7.5. Модели финансовых процессов с изменяющейся вариацией (ГСБ-2 и ГСБ-3)

В последние два десятилетия в финансовой эконометрике бурно развивается направление, связанное с разработкой моделей процессов изменения цен, характерной чертой которых является изменяющаяся дисперсия (вариация), безусловная или условная. Различные варианты изменения дисперсии предусмотрены ГСБ-2 и ГСБ-3. Такие модели получили название моделей изменяющейся вариации (models of chaning volatility). Изменения в вариации как раз характерны для рядов финансовых показателей, в которых автокорреляция в ряду значений Y(t) отсутствует, но отклонения этих значений от математического ожидания характеризуются ярко выраженными аномалиями (наблюдаются резкие изменения в отклонениях – случай ГСБ-2), либо имеет место корреляционная зависимость между их квадратами, т. е. между значениями Yt2  и  Yt–i2, i=1,2,...(ГСБ-3),  квадратами ошибок (Yt–М[Yt])2  и (Yt+i–М[Yt+i])2.

Причины изменения вариации у финансовых показателей могут быть разными. Иногда, например, неординарные и непредвиденные политические события за небольшой промежуток времени вызывают резкие  изменения (скачки) цен. По истечении некоторого периода времени, если такое событие не имело каких-либо существенных последствий для экономики, финансовые рынки успокаиваются и цены на них приходят в равновесие.

 Цены обычно изменяются при резких колебаниях предложения. Поступления на рынок больших объемов товаров, валюты, пакетов акций может вызвать падение цен на них и, наоборот, временное уменьшение этих объемов обычно влечет и временный рост цен. Подобные события случаются нечасто, и сопровождающие их изменения цен также достаточно редки, и в самих этих изменениях не прослеживается наличие каких-либо внутренне присущих им закономерностей (ГСБ-2).

Резкие изменения в отклонениях цен Yt  от их математического ожидания часто объясняют реакцией рынка на такое их поведение. В частности, отмечается, что за значительными изменениями цен активов в одну сторону следуют не менее значительное их движение в другую сторону. В то же время малые изменения цен, как правило, сопровождаются такими же малыми противоположными их изменениями. В результате в тенденциях развития финансовых показателей отмечаются как относительно спокойные периоды, так и периоды с резко выраженной нестабильностью в колебаниях их значений. Чередование таких периодов часто пытаются объяснить закономерностями, существующими в рядах квадратов цен, т. е. между значениями Yt2  и Yt–i2, i=1,2,..., а, следовательно, и между вариацией (условной дисперсией) в эти моменты времени (ГСБ-3).

Тот и другой характер изменения цен влияют на условия финансовых сделок, поскольку с ростом вариации цен, например, увеличивается и риск экономических потерь у прямых их участников, посредников. Увеличение риска, обычно влечет за собой и рост разного рода премиальных, страховых взносов с целью компенсации возможных потерь. Вследствие этого определение характера отклонений цен от заложенной в них тенденции на различных временных отрезках является такой же важной проблемой финансовой эконометрики, как и определение самой тенденции.

Общий подход к построению моделей с изменяющейся вариацией предполагает, что значение финансового показателя Yt    в момент t может быть определено следующим уравнением:




где ((t) – в общем случае условное или безусловное математическое ожидание процесса Yt . Напомним, что безусловное математическое ожидание (((t)= () может быть определено, например, как среднее значение этого ряда за наблюдаемый период (

, случай стационарных процессов). Условное математическое ожидание определяется, например, из уравнения авторегрессии, связывающего текущие значения цены Yt   с ее прошедшими значениями 

 и в этом случае 

 

ut ( N(0,1) – стандартизованная случайная переменная, свойства которой предполагаются соответствующими свойствам  “белого шума” или даже “строгого белого шума”*. 

vt  – процесс, образованный положительной случайной переменной, равной условному стандартному отклонению, так что D(Yt/vt)=vt2. 

Различные типы моделей с изменяющейся вариацией отличаются друг от друга в основном способами представления переменной vt . При этом, если ut  – строгий белый шум, то любые по величине сдвига ковариации процессов vt   и ut, vt2   и ut2, vt4   и ut 4   равны нулю. 

В данном разделе без ограничения общности будем предполагать, что ((t)=(  и процессы vtk  и utk, k=1,2,3,4; являются независимыми. Очевидно, что значение  (  в таком случае представляет собой безусловное математическое ожидание процесса Yt:




а его дисперсия равна M[vt2]:




что означает ее равенство математическому ожиданию второго начального момента переменной vt.

Рассмотрим принципы формирования различных типов моделей, соответствующих выражению (7.101).

7.5.1. Модели процессов со скачками вариации

Для описания процессов с редкими скачками вариации, вызванными в основном экстраординарными событиями, обычно используются модели, в которых дополнительно к выражению (7.101) вводится ограничение на вероятность такого скачка в произвольный момент времени t. Обычно предполагается, что р(M[vt]=M[vt+1])=(, где (((. Иногда количество скачков за определенный период времени (например, за год) предполагается постоянным. 

Примером такого типа моделей является модель с марковской вариацией. Она формируется на основе следующих предпосылок.

Предположим, что переменная vt  может принимать только два значения (1  и (2, каждое с вероятностью 1/2, t=1,2,... . И в каждый момент времени t существует вероятность (1–(), что текущее значение этой переменной может поменяться на альтернативное, т. е. вероятность того, что (1   изменится  на (2  и, наоборот, равна (1–(), где  ( – величина, близкая к 1, (((. Обозначим




где, как и ранее, процессы vt   и ut  независимы, и ut  – строгий белый шум, ut  ( N(0,1).

Несложно показать, что процесс хt   обладает нулевой автокорреляционной функцией, начиная с первого коэффициента, т.  е. по своим свойствам он близок к белому шуму. В самом деле, в силу независимости процессов ut  и ut–i, i =1,2,...  имеем




Вообще говоря, значения дисперсии этого процесса на различных временных отрезках могут различаться между собой. Вместе с тем, заметим, что в общем случае значение безусловной дисперсии процесса хt   определяется следующим выражением:




Выражение (7.106) можно получить, отталкиваясь от понятия условной дисперсии случайной величины хt   при  известных значениях vt–1, vt–2,... (D(хt/vt–1, vt–2,...)), величина которой определяется следующим образом:




Выражение (7.107) было получено с учетом того, что если в момент t–1 случайная переменная vt–1 была равна (1, то           р(vt=(1)=(, а р(vt =(2)=1–(  и наоборот, если vt–1 была равна (2, р(vt=(2)=(, а р(vt=(1)=1–( . 

На основании этого (7.107) можно переписать в следующем виде:

 D(xt / vt - 1) =    
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   (7.108)


Из выражения (7.108) в частности, вытекает, что условные дисперсии рассматриваемого процесса хt различаются между собой.

С учетом того, что р(vt–1=(1)=р(vt–1=(2)=1/2 из (7.108) непосредственно следует выражение (7.106):




Важной характеристикой, которая позволяет идентифицировать процессы, соответствующие модели (7.101) с редкими скачками вариации, является автокорреляционная функция процесса хt2. В общем случае значение i-го коэффициента автокорреляции (i(хt2) определяется следующим образом:




где 


Четвертые моменты переменной хt, входящие в выражение (7.109), с учетом (7.103) получим для i=1 следующим образом:










При выводе выражения (7.111) учтено, что

1) коэффициент эксцесса случайной переменной ut, распределенной по нормальному закону, равен 3. При этом его величина для переменной ut  рассчитывается согласно следующему выражению:




поскольку ut(N(0,1), то из (7.112) непосредственно следует, что M[ut 4 ]=3;

2) значение M[vt4]  определяется с учетом равновероятных событий vt=(1  и vt=(2  как




Подставляя все известные моменты случайной величины хt2 в выражение (7.109), после несложных преобразований получим:




При получении второго коэффициента автокорреляции процесса хt2  – (2(хt2) необходимо анализировать различные варианты последовательностей vt, vt–1, vt–2   с учетом того, что переменная vt  может принимать только значения (1 и(2. Опуская достаточно громоздкие выражения, приведем окончательное выражение этого показателя




Далее также можно показать, что значение i-го коэффициента автокорреляции процесса хt2  определяется общей формулой




Из выражений (7.114)–(7.116) непосредственно следует, что при ((( для коэффициентов автокорреляции любого порядка процесса хt2 справедливо следующее соотношение:




Из выражений (7.114) и (7.115) непосредственно следует, что




Значения (1 и(2  могут быть определены, например, из уравнений (7.106), (7.110) или (7.111) при рассчитанных для ряда хt значениях M[хt2], M[хt4] и M[хt2, хt–12].

Как это было показано в главе VI (см. раздел (6.5)), выражение (7.116) позволяет считать процесс хt2 адекватным АРСС(1,1) с малыми, но медленно спадающими значениями коэффициентов автокорреляции.

7.5.2. Модели процессов с зависимой вариацией

Привязка изменений вариации цен к экстраординарным событиям не выглядит достаточно реалистично, хотя бы по той причине, что такого рода события возникают достаточно редко и они не в полной мере объясняют весь спектр этих изменений. Многие менее значительные события, какая-либо информация также воздействуют на цены, изменяя их пусть и на незначительную величину. Вместе с тем, подобная информация поступает на рынок практически непрерывно и в результате ее наложение может вызвать и достаточно сильные колебания в уровнях цен даже в течение одного дня. Это позволяет считать условную вариацию процесса Yt  случайной величиной, значения которой в моменты t=1,2,... зависят от некоторых других переменных, отражающих сложившуюся на рынке текущую ситуацию.

В таком случае процесс vt, отражающий стандартные отклонения в уровне цен, может обладать более широким спектром закономерностей, по сравнению с рассмотренными выше. В научной литературе выдвинут целый ряд гипотез в отношении переменной vt. Основными из них являются следующие две, отражающие ГСБ-3, t=1,2,... Первая гипотеза предполагает, что значения vt  представляют собой условное стандартное отклонение, являющееся детерминированной функцией от прошлых значений цен:

vt=f(Yt–1, Yt–2,...).                         (7.118)

В качестве примера такой функции может рассматриваться следующее выражение:




где коэффициенты a 0  и a1 являются положительными.

Вторая гипотеза предполагает независимость условного стандартного отклонения от уровня цен, но допускает, что переменная vt  может быть представлена функцией типа уравнения авторегрессии-скользящего среднего

vt=((vt–1, vt–2,..., (t),                         (7.120)

ставящей ее уровень в момент t в зависимость от ее значений в прошедшие периоды времени и случайной составляющей (t. Случайную составляющую (t  будем отличать от ошибки (t, присутствовавшей в моделях цены, хотя их статистические свойства идентичны, (t(N(0, ((2), (t=Yt–((t), (t (N(0, ((2).

В отношении переменной ut  будем придерживаться предположения о том, что это – процесс строгого белого шума.

Выражения (7.118) и (7.120) предполагают, что во временных рядах квадратов отклонений цен от их среднего уровня существуют корреляционные взаимосвязи. Модели с такого рода взаимосвязями получили название ARCH-моделей  (Autoregressive Conditionally Heteroskedastic models).

Общий вид ARCH-модели, построенной на основе выражения (7.119), может быть представлен следующим уравнением:




Для k=1 в соответствии с выражением (7.119) получим




Все коэффициенты a 0, a 1,..., ak  в выражениях (7.121) и (7.122) являются неотрицательными*.

Из выражения (7.122), в частности, следует , что условная дисперсия цены в момент t D(Yt/Yt–1) при известном значении Yt–1  определяется как




Таким образом, согласно (7.123) большие отклонения цен от математического ожидания в день t влекут за собой увеличение дисперсии в ценах следующего периода и, наоборот, уменьшение отклонений влечет за собой снижение величины этой дисперсии.

Из выражения (7.123) также вытекает, что переменные vt2 и ut–12 не являются статистически независимыми. Это следует из того, что vt2=D(Yt /уt–1) зависит от (Yt–1–()2 =vt–12(ut–12.

Из выражений (7.121) и (7.122) непосредственно вытекает, что свойства автокорреляционных функций процесса (Yt–()2 в первом случае должны соответствовать процессу АР(k), а во втором – удовлетворять следующему соотношению (i(st)=a1i, где st=(Yt –()2.

Представление стандартного отклонения vt  в виде функции типа (7.120) основано на том, что отклонение цены актива за t-й день торговли от ее среднего уровня может быть представлено в виде суммы приростов цен в ходе торговых сделок, имевших место в этот день




В выражении (7.124) переменные (it   и Nt являются случайными. Причем (it   означает изменение цены в ходе i-й сделки в течение t-го дня, а Nt  выражает общее количество таких сделок.

Предположим, что (it  независимы и одинаково распределены по нормальному закону с нулевым математическим ожиданием и дисперсией((2, (it(N(0, ((2) и также независимы от переменной Nt. Тогда при фиксированном числе сделок условное стандартизованное отклонение может быть определено как  vt =((2


В предположении, что цены  не влияют на переменную vt можно записать* 




Поскольку 

, как сумма одинаково распределенных по нормальному закону случайных величин, также имеет нормальное распределение, причем 

 то очевидно, что переменная ut распределена по  стандартизованному нормальному закону, ut (N(0, 1). Из построения переменной ut, t=1,2,... также вытекает, что распределение ее значений, является одинаковым для всех vt и переменные ut, ut–i   являются  статистически независимыми между собой и с переменными vt  и vt–j   для всех сдвигов i и j. Иными словами, процесс иt  можно  считать по крайней мере белым шумом.

Отметим основные свойства процессов vt  и vt 2. В частности, заметим, что если  ut   является белым шумом, то процесс ut=Yt –(  также является белым шумом в силу условия (7.105). Однако значения st=(Yt –()2=хt2( могут коррелировать между собой в случае коррелированности значений переменной vt2 и vt–i2, i=1,2,... . Это непосредственно следует из определения ковариации и математического ожидания произведения переменных vt 2   и st  соответственно




и




При выводе этих выражений учтено, что 

 (см. (7.103)).

Из выражения (7.127) непосредственно вытекает, что




В частности, при положительной автокорреляции процесса условной вариации vt2 можно показать, что коэффициенты автокорреляции процессов vt2   и st   удовлетворяют следующему соотношению:




Соотношение (7.129) непосредственно вытекает из того, что







и Ku=3, если ut  (N(0, 1).

В свою очередь, при получении выражения (7.130) учтено, что 




где Ku  – коэффициент эксцесса процесса ut   определяется как




Для оценки параметров процесса vt2 можно использовать также и характеристики неотрицательного процесса абсолютных отклонений цен от своего среднего уровня zt=(Yt–((=(хt(. Для этого процесса при vt ((  получим







Очевидно, что




Из определения zt  процесса также вытекает следующая взаимосвязь между его ковариациями и ковариациями процесса vt:




Из выражения (7.133) непосредственно следует, что коэффициенты автокорреляции процессов zt и vt  связаны следующим соотношением:




Далее, выражая дисперсии через второй начальный момент и математическое ожидание, увидим, что 

*.  Из этого факта вытекает следующее соотношение для коэффициентов автокорреляции процессов zt  и vt :




Результаты (7.129) и (7.135) являются достаточно общими в пределах исходного ограничения vt((, t=1,2,... . Однако на практике выполнение этого ограничения гарантировано не при всех типах распределения vt. Например, при нормальном распределении  vt(N(M[vt], (v2) всегда существует вероятность того, что некоторые значения vt могут быть отрицательными. Таким образом, функция плотности распределения vt  должна быть определена только на положительной полуоси. Такую функцию плотности имеет, в частности, переменная, логарифм которой распределен по нормальному закону.

Предположим, что ln(vt)(N((, ( 2), (((.  В этом случае функция плотности переменной vt   имеет следующий вид:




Тогда  в соответствии с выражениями (7.9) и(7.10) получим, что 

 и поскольку 

 то для всех начальных моментов переменной vt   имеем




С учетом (7.137), выражая дисперсию через второй начальный момент и математическое ожидание, получим, что




Далее, принимая во внимание, что для ut (N(0, 1) 

, вместо условий (7.129) и (7.133) получим следующие соотношения для коэффициентов автокорреляции процессов st  и vt 2, zt  и vt :







Из (7.139), в частности, вытекает, что А(() монотонно  увеличивается с ростом ( от значения А(0)=0, до значения А(()=1/3. Аналогично ведет себя и В((): В(0)=0, В(()=2/(.

Из выражений (7.139) и (7.140) также следует, что коэффициенты автокорреляции (i  (st) и (i (vt2), (i (zt) и (i(vt) должны быть одного знака, поскольку А(() и В(() являются неотрицательными числами. При этом многочисленные исследования реальных процессов показывают, что в случае стационарных процессов значения (i(st) и  (i(zt) для первых десяти сдвигов являются положительными. Из этого эмпирического факта следует, что коэффициенты  (i(vt 2) и (i(vt) также являются положительными. 

В том случае, если процесс ln(vt) представлен моделью авторегрессии первого порядка :




где ( – математическое ожидание процесса ln(vt), ln(vt)(N((, (2);   (t (N(0, ((2) – ошибка модели, являющаяся процессом белого шума, ((2=D((2)((1–a12); a1=(1(ln(vt))– коэффициент модели, то можно показать, что  коэффициенты автокорреляции процесса ln(vt) и коэффициенты автокорреляции процесса vt   связаны следующим соотношением:




Для процесса vt2, чтобы получить соответствующие выражения для коэффициентов автокорреляции достаточно в правой части (7.142) ( 2   заменить на 4( 2.

Далее, поскольку коэффициенты автокорреляции модели (7.141) равны a1i ((i(ln(vt ))=a1i), то соответствующие коэффициенты процессов st  и zt   на основании (7.139) и (7.140) будут определяться следующими выражениями:




и




Выражения (7.143) и (7.144) показывают, что эти коэффициенты с увеличением сдвига монотонно уменьшаются с некоторого значения меньшего 1 до нуля.

Дальнейшее направление разработок моделей с изменяющейся зависимой вариацией связывается с подбором более удачной модели для описания динамики переменной vt в тех случаях, когда количество параметров в авторегрессионных версиях достаточно велико. Напомним, что авторегрессионные версии моделей этой переменной могут быть представлены, например, следующими выражениями:




Коэффициенты этих и других возможных вариантов моделей такого типа определяются на основе коэффициентов автокорреляции процессов st  и zt, t=1,2,..., значения которых являются неотрицательными, но достаточно небольшими и стремятся к нулю с увеличением сдвига. Как отмечалось в главе VI, при k(2 относительные погрешности эмпирических коэффициентов автокорреляции могут быть достаточно большими, что повлечет за собой и ошибки коэффициентов модели.  В результате построенная модель не будет достаточно точно воспроизводить поведение процесса . 

Избежать влияния погрешностей в оценках коэффициентов автокорреляции процессов st  и zt на точность представления переменной vt при больших сдвигах можно на основе использования при ее описании вместо авторегрессионных моделей (АР(k)) моделей более общего класса – авторегрессии-скользящего среднего (АРСС(k, m)) с гораздо меньшим числом параметров. В частности, в главе VI было показано, что добавление к модели авторегрессии первого порядка модели скользящего среднего первого порядка позволяет сформировать модель, по своим свойствам эквивалентную модели авторегрессии достаточно высокого порядка. Такой подход, в частности, предполагает, что вместо модели (7.145) для описания процесса vt2, может быть использована, например, модель следующего вида:




связывающую текущее значение условной дисперсии с ее предшествующим значением и предшествующим квадратом ошибки 

, определяемой по отклонению цены актива в момент t–1 от ее математического ожидания.

Модели типа (7.146) в научной литературе получили название GARCH моделей (Generalized Autoregressive Conditionally Heteroskedastic models).  Общий вид  GARCH модели порядка   (k, r) может быть определен следующим выражением:




Коэффициенты модели (7.147) в общем случае должны быть неотрицательными, чтобы гарантировать выполнение естественного условия vt2(0. Это ограничение не совсем удобно обеспечивать при оценке параметров модели (7.147) традиционными методами. Кроме того, в GARCH–моделях условная дисперсия зависит лишь от размера отклонения цены от ее математического ожидания, а не от ее знака. Вместе с тем эмпирические данные (реальные временные ряды цен), свидетельствуют, что их вариация и доходность часто имеют отрицательную корреляцию. Иными словами, с ростом цен активов, обеспечивающим увеличение их доходности, условная вариация ряда Yt  уменьшается, и, наоборот, с уменьшением цен и соответственно снижением доходности – вариация растет. В результате периоды высокой вариации обычно совпадают с периодами спадов на финансовых рынках, а периоды низкой вариации с периодами роста активности на них. Такие закономерности учитываются, например, модификацией GARCH-модели, уравнение которой в общем виде может быть представлено следующим выражением:




Согласно модели (7.148) условная дисперсия в момент t является асимметричной функцией от положительных и отрицательных значений ошибки (t–i=Yt–i–(t–i, i=1,2,..., где (t–i  – условное математическое ожидание в момент t–i.  Иными словами, положительные и отрицательные значения ошибки (t–i оказывают различное влияние на зависимую переменную. Кроме того, использование в модели логарифма дисперсии позволяет не беспокоиться о знаках коэффициентов данной модели.

Дальнейшее развитие ARCH-модели связывается с предположением о существовании зависимости значений уt  от их условной вариации. Класс этих моделей, названный ARCH-М моделями, отражает мнение, что на финансовых рынках покупатели как бы “требуют” компенсации за рискованные вложения. В результате “плата за риск” рассматривается как возрастающая функция от условной вариации цены акции.

Простейший вариант ARCH-М модели, отражающий данное предположение, может быть представлен в следующем виде:




где условное математическое ожидание цены актива (t=Mt–1[yt], в свою очередь, ставится в зависимость от условной вариации ошибки согласно следующему выражению:




и vt2  является ARCH-процессом:

 


В более общем случае условная вариация ошибки может быть представлена в виде GARCH-процесса:




где, напомним, (t=уt–(t.

Тестирование моделей типа ARCH и GARCH обычно  сводится к проверке существования характерных для них эффектов. Для этих целей, как правило, используется так называемый критерий TR2, где T – объем выборки и R2 – коэффициент детерминации соответствующей модели для квадрата ошибок (например, типа (7.145) и (7.146)). Этот показатель распределен по закону (2  с числом степеней свободы равным количеству используемых в модели лаговых переменных (t–i  и vt–j. Если расчетное значение TR2((2*(р*, (), где р* – заданный уровень доверительной вероятности и ( – число степеней свободы, то гипотеза о присутствии ARCH или GARCH-эффектов принимается, в противном случае она отвергается. Здесь следует отметить, что наличие эффекта в данном случае связывается со значимостью коэффициентов ai  и bj, i=1,2,..., k; j=1,2,..., n; модели, описывающей взаимосвязи между квадратами ошибки. Если TR2((2*(р*, (), то коэффициенты принимаются значимыми, т. е. отличными от нуля (по крайней мере, некоторые из них), и в этом случае допускается наличие эффекта типа ARCH или GARCH (условная дисперсия меняется согласно соответствующей закономерности). В противном случае, т. е. когда TR2((2*(р*, (), следует принять гипотезу о равенстве нулю всех коэффициентов при лаговых значениях квадрата ошибки, и в этом случае дисперсия должна рассматриваться как постоянная величина.

7.6.
Методы оценки параметров модели с изменяющейся вариацией
В общем случае определение параметров оценок моделей с изменяющейся вариацией является более сложной проблемой, чем оценка параметров моделей с постоянной вариацией. Дело в том, что эффекты, обусловленные взаимосвязями между квадратами ошибок, приводят к тому, что соотношения между параметрами модели и исходными данными становятся нелинейными и гораздо более сложными, чем в случае традиционных линейных эконометрических моделей. В такой ситуации в аналитическом виде получить решение становится невозможным, и поэтому обычно приходится прибегать к численным методам определения оценок, основанным на итеративных процедурах последовательного приближения.

Вместе с тем, общий подход для формирования уравнений, связывающих значения параметров моделей с изменяющейся вариацией с исходными данными, использует те же принципы, что и в случае моделей с постоянной вариацией. Он также обычно базируется на принципах максимального правдоподобия и минимума суммы квадратов ошибки.

Например, функция максимального правдоподобия для модели с изменяющейся вариацией в общем случае может быть записана в следующем виде:




при ограничениях, определяющих: а) особенности взаимосвязи между значениями процесса уt  и его условным математических ожиданием. Например,




б) особенности взаимосвязи между условными вариациями. Например, в случае GARCH-модели – это:




где, в свою очередь, значение ошибки (t  является разностью между фактическим значением процесса в момент t – уt  и его условным математическим ожиданием (t:




В результате логарифм выражения (7.153), определяемый как







является функцией как параметров модели (7.154), которые в (7.157) скрыты под обозначением (t, так и параметров уt, являющихся исходными данными, как это было и раньше в случае линейных моделей с постоянной вариацией. Но, кроме этого, его значение в нашем случае также зависит от параметров ai  и bj, определяющих взаимосвязи между условными вариациями, i=1,2,..., k; j=1,2,..., r.

В результате система уравнений, на основе которой должны быть определены “оптимальные” значения параметров модели с изменяющейся вариацией, должна быть определена на основании дифференцирования правой части выражения (7.157) по параметрам векторов (=((0,..., (п), a=(a0,..., ak) и b=(b1,..., br) и приравнивания к нулю соответствующих производных:

(lnL/((=0;

(lnL/(a=0;

(lnL/(b=0.                                (7.158)

При этом получение самих дифференциалов осложняется наличием взаимосвязей между разновременными значениями vt и (t, что, в свою очередь, значительно усложняет форму уравнений системы (7.158). В результате ее решения, т. е. оптимальные оценки параметров векторов (, a и b могут быть, как это отмечалось выше, определены лишь с помощью достаточно сложных численных методов решения.

Вместе с тем, для некоторых типов представленных здесь моделей методы оценки их параметров могут быть несколько упрощены на основе учета специфических свойств, описываемых ими процессов.

Рассмотрим основные подходы к оценке параметров моделей с изменяющейся вариацией на примере моделей (7.122) и (7.141).

Здесь сразу следует отметить, что в том случае, когда условная вариация vt  представляется как функция прошедших значений цен Yt–i, i=1,2,..., то исходная информация для получения оценок соответствующих моделей может быть сформирована, например, в виде ряда значений  st–i=(Yt–i–(t–i)2, где условное математическое ожидание (t–i определяется на основании модели, описывающей динамику цен, т. е. временного ряда Yt, t=1,2,..., Т.

В моделях типа (7.120) непосредственно сформировать значения vt, t=1,2,... не представляется возможным. Вследствие этого параметры соответствующих моделей могут быть получены опосредованно, например, с использованием значений процессов st  и zt .

Обозначим, как и в разделе 7.5, st=(Yt–()2. Тогда выражение (7.123) можно переписать в следующем виде:

M[st/ st–1]=a0+ a1st–1,                              (7.159) 

где M[st/st–1]  означает условное математическое ожидание переменной st  при известном значении st–1 .

Напомним, что для уравнения авторегрессии первого порядка 

 условное математическое ожидание         M[xt/xt–1]=a0+a1xt–1  определяется точно также, как и для переменной st. Эквивалентность выражения (7.128) и ассоциированного с ним уравнения авторегрессии первого порядка позволяет непосредственно установить некоторые свойства процесса (7.123), которые могут быть использованы при получении приблизительных оценок параметров a0 и a1. В частности, при условии, что дисперсия переменной существует, в соответствии с выражением (6.58) имеем




где r1   (st)– первый коэффициент автокорреляции ряда st .

Переходя к безусловному математическому ожиданию переменной st , на основе выражения (7.159) получим




откуда непосредственно вытекает, что параметр a0 находится из соотношения




где 


Заметим, что аналогичные рассуждения справедливы и в отношении более общей модели (7.121). Ее коэффициенты приблизительно могут быть оценены на основании системы Юла-Уокера (см. выражение (6.50)) для ряда st, а коэффициент a0 найден из соотношения:

 


Найденные оценки далее могут быть уточнены на основе  использования ММП. Заметим, что в общем случае оценке подлежат следующие параметры:  (, (0, (1,..., (k.  Функция правдоподобия в предположении, что ошибка распределена по нормальному закону может быть представлена в следующем виде:

Lk   (a , 
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где a=(a0, a1,..., ak) – вектор оценок параметров; 
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  – оценка математического ожидания;
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и It–1={Y1, Y2,..., Yt–1}.

Натуральный логарифм функции (7.163) равен



ln Lk   (a , 
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Максимизируя выражение (7.165) по параметрам 
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, a0, a1,..., ak   при условии, что
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получим систему нелинейных уравнений, выражающих эти параметры через значения процесса Yt. Далее, решая эти уравнения, найдем искомые значения 
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, a0, a1,..., ak.

В моделях типа (7.120) сформировать значения ряда vt, t=1,2,..., Т, необходимые для оценки коэффициентов моделей с изменяющейся зависимой вариацией, непосредственно не представляется возможным. В такой ситуации иногда удается решить эту проблему, используя данные рядов st  и zt. Рассмотрим особенности оценки параметров уравнения типа (7.120) на примере модели (7.141). Заметим, что эта модель имеет три неизвестные параметра: (, (  – параметры закона распределения переменной ln(vt), a1 – параметр уравнения (7.141). Для нахождения этих параметров отметим основные соотношения, связывающие моменты процессов vt, zt  и st. 

Для начала заметим, что в соответствии с выражением (7.132) мы имеем 

 где 


Далее 

 – дисперсия процесса vt.

Используя значения исходного ряда данных цен Yt, найдем оценки первых моментов для рядов zt  и st  на основании следующих выражений:




С учетом найденных значений несложно определить оценки математического ожидания и дисперсии процесса vt.
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Для определения оценок параметров распределения случайной переменной lnvt   ( и ( используем известные  выражения для математического ожидания и второго начального момента переменной vt  (см.(7.137)): 

 С учетом этого, дисперсию (2 переменной  lnvt   получим на основании следующего выражения:
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Подставляя в (7.167) вместо моментов (v, (v2  их оценки из (7.166), получим следующую формулу для определения дисперсии (2  через  параметры распределения процессов zt  и st:
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Аналогично, учитывая, что 

 получим формулу для  определения  значения его оценки в следующем виде:
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Для определения параметра модели a1  (7.141) можно воспользоваться следующей процедурой сформированной с учетом известного выражения для параметра процесса  АР(1): 

 Отсюда, с использованием, например, выражения (7.144) получим:




Обозначим через (i = 

  следующее выражение:




Тогда при известных значениях (i (zt) и (   значение оценки параметра a1  может быть найдено путем минимизации следующей квадратической функции:


[image: image27.wmf]F

k

a

i

i

i

k

(

)

(

)

.

=

-

å

Ù

=

1

1

2

1

g

          

          

          

(7.171)


Выражение (7.171) представляет собой сумму квадратов отклонений отношений 

/(i   от единицы. Заметим, что, вообще говоря, значение a1=(1, а (1  является функцией от (1(zt ). Однако определение значения a1 только по одному значению коэффициента автокорреляции процесса zt может привести к значительной ошибке. Использование для этих целей ряда таких  коэффициентов способствует ее уменьшению.

Последующая процедура действий по восстановлению процесса vt   состоит в следующем. На основании найденных значений 
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 с помощью модели (7.141) восстанавливается ряд натуральных логарифмов переменной vt   – ln(vt ).  При этом при определении lnv1   в качестве значения переменной v1 может быть использовано среднеквадратическое отклонение 

, где 

  –дисперсия переменной Yt.

Далее по ряду ln(vt) путем потенцирования находится переменная vt.

Найденная оценка коэффициента a1  может быть уточнена путем решения систем нелинейных уравнений, вытекающих из ММП, в котором она обычно используется в качестве начального приближения.

Предложенный метод оценки параметров авторегрессионных уравнений относительно ln(vt) несложно модифицировать и на модели более высоких порядков.

7.7. Модели временных рядов финансовых показателей с нелинейными структурами

Обобщая изложенный в главе VII материал, отметим, что в предыдущих разделах были рассмотрены модели с линейной структурой условного математического ожидания, в которых этот показатель был выражен в виде линейных функций, соответствующих процессам АР(k), СС(т), АРСС(k, т). Дальнейшее развитие аппарата моделирования временных рядов финансовых показателей связывается с построением моделей с нелинейными структурами (“нелинейных моделей”), как для математического ожидания, так и для дисперсии.

Заметим, что в общем случае можно предполагать, что класс моделей с нелинейными структурами должен быть значительно шире по своему составу, чем класс “линейных” моделей. Вследствие этого в данном разделе рассматриваются принципы построения лишь некоторых групп “нелинейных” моделей, которые были разработаны специалистами в области финансовой эконометрики в последнее десятилетие.

Основная идея одного из подходов к построению нелинейных моделей временных рядов финансовых показателей заключается в представлении ряда цен Yt  в виде нелинейной функции, аргументами которой являются текущее и предшествующие значения стандартизованной случайной переменной (t, свойства  которой соответствуют белому шуму,  (t (N(0, 1), M[(t, (t–i ]=0, i (0.




При этом обычно в выражении (7.162) используется функция f(.), образованная суммой двух функций, одна из которых выражает условное математическое ожидание переменной Yt на прошлые значения ошибки, а другая – условную дисперсию:




где функции g(.) и h(.) могут быть как линейными, так и нелинейными.

На основании (7.173) несложно заметить, что условное математическое ожидание Yt  определяется как M[Yt/(t–1, (t–2,...]=g((t–1,(t–2,...)  в силу свойств переменной  (t   (M[(t]=0, M[(t, (t–i]=0, i=1,2,...), а условная дисперсия D(Yt/(t–1,(t–2,...)=M[Yt–g((t–1,(t–2,...)]2= =M[(t2](M[h2((t–1,(t–2,...)=h2((t–1, (t–2,...). Далее отметим, что и все условные центральные моменты более высоких порядков переменной Yt  определяются как M[Yt –g(.)]k = M[(tk](hk(.).

Выражение (7.173) можно рассматривать как результат разложения функции (7.172) в ряд Тейлора в точке (t=0 при заданных значениях (t–1,   (t–2, ...




Пренебрегая в выражении (7.174) слагаемыми, содержащими (tk, k(1, получим, что g((t–1, (t–2,...)=f(0, (t–1, (t–2,...), h((t–1, (t–2,...)= =f1(0,(t–1 , (t–2,...).

Из вида уравнения (7.173) также следует, что все множество нелинейных моделей финансовых показателей может быть разделено на две группы: модели с нелинейным условным математическим ожиданием и модели с нелинейной условной дисперсией.

Примером модели с нелинейным условным математическим ожиданием является следующее уравнение:




в котором g(.)=a1 (t–12  и h(.)=1.

Из выражения (7.175) непосредственно видно, что условное математическое ожидание M[Yt/(t–1]=a1(t–12   является функцией от квадрата предыдущей ошибки, а условная дисперсия равна единице M[( 2/(t–1]=1.

Напротив, модель типа ARCH первого порядка , предложенная Энглом в 1982 г., характеризуется нелинейной условной дисперсией. Ее уравнение имеет следующий вид:



 

В данном случае условное, как и безусловное математическое ожидание равно нулю, g(.)=0, и функция  h(.) определяется выражением 

, так что условная дисперсия D(Yt/(t–1,(t–2, ...)=

 также зависит от квадрата предыдущего значения ошибки.

Таким образом, вообще говоря, модели с изменяющейся  зависимой вариацией можно рассматривать как модели с нелинейной условной дисперсией.

Модели с нелинейными условными математическими ожиданиями и модели с нелинейными условными дисперсиями описывают временные ряды финансовых показателей, имеющие принципиально различные свойства. Они определяются в основном отличиями их третьего и четвертого моментов.

Так, например, процессы, соответствующие моделям (7.175) и (7.176), имеют нулевые автокорреляционные функции. В самом деле, в случае (7.175) первая автоковариация определяется следующим выражением:



 

Для процесса, соответствующего модели (7.176)  имеем тот же результат:




Вместе с тем можно показать, что начальные моменты порядков, начиная с третьего, у моделей с нелинейными условными математическими ожиданиями отличны от нуля, т. е. 

 Например, для третьего момента модели (7.175) имеем




Вместе с тем, такие моменты для модели с нелинейной условной дисперсией равны нулю, В частности, для модели (7.176) имеем




в силу независимости случайных переменных 


Однако некоторые четные моменты процессов, адекватных моделям с нелинейной условной дисперсией, начиная с четвертого, при равенстве пар индексов становятся отличными от нуля. В самом деле, для модели (7.175) при i=0, j=k=1 имеем




Подобные свойства моментов позволяют предложить достаточно универсальные тесты для определения соответствия реального процесса той или другой группе нелинейных моделей. Подобные тесты, например, могут быть основаны на проверке значимости нормированного третьего момента временного ряда Yt  при i(j(0. Такой момент определяется следующим выражением:




При ((i, j)=0, что соответствует процессам с нелинейной дисперсией, расчетное значение 

 распределено приблизительно по нормальному закону с нулевым средним и дисперсией, определенной следующим выражением: 




С учетом выражений (7.177) и (7.178) реальный процесс можно считать соответствующим модели с нелинейной условной дисперсией, если выполняется следующее соотношение*:




Для моделей с нелинейными условными математическими ожиданиями в общем случае можно предложить несколько вариантов формирования функции g((t–1, (t–2, ...).

Во-первых, можно выразить эту функцию в виде полинома от стандартизованной случайной переменной 





В случае bij =cijk =0 имеем модель с линейным условным математическим ожиданием.

Во-вторых, функцию g((t–1, (t–2,...) можно выразить в виде нелинейной модели авторегрессионного вида




В-третьих, возможно функцию g представить смешанным уравнением типа авторегрессии-скользящего среднего 




Для моделей каждого типа могут быть подобраны соответствующие методы оценки их параметров.

Приложения к главе VII (к разделу 7.3)

1. Оценки параметров распределения отношения SR
Заметим, что ковариация случайных величин At, At+1  может быть определена на основе следующего выражения:




где Ati, At+1j – i-е и j-е состояние переменной A в моменты t и t+1 соответственно; M[At]=M[At+1]=(s  – математические ожидания переменных At  и At+1, согласно распределению Бернулли равные вероятности (s; р(Ati) и р(At+1j) – вероятности i-го и j-го состояния переменных At  и At+1  соответственно.

В нашем случае переменные At  и At+1  принимают только два значения 0 или 1 в зависимости от комбинаций соответствующих значений определяющих их переменных It, It+1  и It+2  (см. выражения (7.27) и (7.28)). Перечислим эти комбинации:

(At =1(At+1=1)(000(111(комбинации значений It, It+1 ,It+2);

(At =0(At+1=0)(101(010;

(At =0(At+1=1)(011(100;

(At =1(At+1=0)(001(110.

На основании комбинаций It, It+1, It+2 несложно определить вероятности соответствующих пар значений случайных величин At  и At+1:

р(At =1(At+1=1)=р(At =1)( р(At+1=1)=рI(000)+ рI(111);

р(At =0)( р(At+1=0)=рI(101)+ рI(010);

р(At =0)( р(At+1=1)=рI(011)+ рI(100);

р(At =1)( р(At+1=0)=рI(001)+ рI(110),

где рI(.) – вероятность комбинации переменных It, It+1, It+2.

На основании (7.39) имеем рI(000)=(1–()3; рI(111)=(3; рI(101)= рI(011)=рI(110)=(2(1–(); рI(010)= рI(100)=рI(001)=((1–()2.

После подстановки найденных значений переменных в выражение (7.183) оно приобретает следующий вид:







После раскрытия скобок и определенных сокращений получим:




Добавим в правую часть этого выражения (s2–(s2 и приведем подобные члены. В результате получим:




Учитывая, что (s =(2+(1–()2, имеем




откуда следует, что




а соответственно дисперсия случайной величины Ns  равна (см. выражение (7.43))




2. Параметры распределения выборочной дисперсии

Для случайной величины Х, распределенной по нормальному закону с математическим ожиданием M[X] и дисперсией (x2, выборочная дисперсия определяется следующим выражением:




При этом случайная величина
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распределена по закону Пирсона ((2) с п степенями свободы. Сравнивая выражения (7.186) и (7.187) получим, что




и M[sx2]=(x2, поскольку M[((n)2]=п.

Таким образом, распределение выборочной дисперсии совпадает с распределением ((n)2, скорректированным на значение (x2/п.

Дисперсия выборочной дисперсии sx2 определяется как




поскольку при больших значениях n 


Это, в свою очередь, следует из того, что 

(N(0,1),  т. е. D(((n)2)=M[((n)2–n]2=2n.

3. Оценка параметров распределений функциональных зависимостей случайных величин

Предположим, что между переменными у и х1, х2,..., xn существует функциональная связь

y=f(x),                                  (7.190)

где вектор x=(х1, х2,..., xn) является случайным с известным (нормальным) законом распределения x(N(M[x], Cov[x]), и параметры M[x]=

 и Cov[x] (ковариационная матрица компонент вектора х) определены на основании временных рядов хit, i=1,2,..., n; t=1,2,... T.

Очевидно, что в этом случае переменная у также является случайной величиной. Ее закон распределения является асимптотически нормальным, а его параметры могут быть определены на основании разложения функции f(x) в ряд Тейлора в окрестности точки M[x]. Ограничиваясь первым порядком разложения Тейлора, получим:




где 

 – значение функции f(x) в точке 

 и 

 –  значение производной в этой точке.

В силу того, что 

, получим:




Дисперсию переменной у определим следующим образом:
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Из выражения (7.193) вытекает, что в точке 
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 дисперсия переменной у может быть определена в предположении о независимости производных 

 и приростов 

на основании следующего выражения:
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где 
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 – математическое ожидание производной в точке 

; Cov(

)– ковариационная матрица компонент вектора 

.

В том случае, когда компоненты вектора 

 независимы между собой, выражение (7.194) приобретает следующий вид:
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Используем выражения (7.194) и (7.195) для оценок параметров распределений некоторых комплексных (сложных) переменных, рассмотренных в разделе 7.3.

Дисперсия случайной величины SR, представляющая собой отношение 

(выражение (7.31)) на основании выражения (7.195) оценивается следующим образом:
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где 
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 определена выражением (7.185), f(SR.

Поскольку




то, подставляя правые части выражений (7.185) и (7.197) в выражение (7.196), получим:
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Выражение (7.198) в точности соответствует выражению (7.45).

На основании выражения (7.194) определим также параметры отношения двух дисперсий (12 и (22, которое представляет собой отношение VR(2)=(22/(12 (см. выражения (7.56)–(7.58)).

Из выражений (7.56), (7.57) и (7.192) непосредственно следует, что




Дисперсию этого отношения найдем как дисперсию функции
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Такое преобразование целесообразно, поскольку случайные величины, стоящие в числители выражения (7.200) и его знаменателе, являются независимыми между собой. Это следует из того факта, что эффективная оценка (1 параметра ( асимптотически некоррелирована с разностью (2–(1, где (2  – другая оценка этого параметра. Этот результат вытекает из следующего рассуждения. Если условие независимости (1 и разности (2–(1 не выполняется, то можно найти линейную комбинацию оценок (1  и (2–(1, которая будет более эффективной оценкой параметра ( по сравнению с (1, что противоречит исходной информации об эффективности оценки (1.

В нашем случае (12 является эффективной оценкой дисперсии (y2. Тогда для нее можно записать при Т(( следующее равенство:




Откуда непосредственно следует, что




Подставляя в выражение (7.201) оценки D((12) и D((22) (см. выражения (7.189),(7.57) и (7.58)), получим:
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Далее, дисперсию функции f(y), определенную выражением (7.200) с учетом независимости его числителя и знаменателя согласно формуле (7.195) представим в следующем виде:
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С учетом того, что  
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 в силу равенства нулю математического ожидания числителя выражения (7.200), и, принимая во внимание результат (7.202), получим
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Этот результат совпадает с утверждением (7.61).

Вопросы к главе VII

1.
Назовите объекты изучения финансовой эконометрики.

2.
Что собой представляют первичный и вторичный финансовые рынки? 

3.
Каковы особенности сбора, обработки и анализа исходной информации?

4.
Назовите источники исходной информации.

5.
Назовите причины, вызывающие необходимость преобразования финансовых показателей.

6.
Каким образом проводится преобразование финансовых показателей?

 7.
Назовите законы распределения финансовых показателей.

8.
Охарактеризуйте гипотезы  финансовой эконометрики (гипотезы случайного блуждания: ГСБ-1, ГСБ-2, ГСБ-3. 

9.
Каким образом проводится тестирование гипотез финансовой эконометрики?

10.
Что собой представляет Броуновское движение?

11.
Охарактеризуйте методы оценки параметров Броуновского движения.

12.
Что такое “арифметическое” и “геометрическое” Броуновское движение?

13.
Что собой представляет стохастический дифференциал?

14.
Дайте характеристику ИТО-процесса и его основных свойств?

15.
Каким образом проводится тестирование процессов с изменяющейся вариацией? 

16.
Перечислите типы моделей с изменяющейся вариацией и способы ее формализованного представления. 

17.
Методы оценки параметров моделей с изменяющейся вариацией.

18.
Что собой представляют модели с нелинейными математическим ожиданием и дисперсией?

19.
Как проводится тестирование нелинейных финансовых процессов?

Упражнения к главе VII
Задание 7.1

В табл. 7.1 представлена информация о курсе акций Ростелекома за период со 2 июня по 19 октября 1999 г.

Таблица 7.1
	№
	Y(t)
	№
	Y(t)
	№
	Y(t)
	№
	Y(t)
	№
	Y(t)

	1
	82,90
	23
	83,20
	45
	75,90
	67
	57,50
	89
	69,00

	2
	82,90
	24
	79,70
	46
	75,90
	68
	62,20
	90
	68,45

	3
	87,45
	25
	79,70
	47
	78,98
	69
	63,81
	91
	67,36

	4
	87,45
	26
	79,40
	48
	79,80
	70
	65,00
	92
	64,56

	5
	87,39
	27
	71,50
	49
	75,80
	71
	64,50
	93
	64,56

	6
	93,25
	28
	66,99
	50
	74,00
	72
	64,50
	94
	65,00

	7
	87,95
	29
	61,50
	51
	74,00
	73
	64,90
	95
	65,00

	8
	94,20
	30
	61,50
	52
	74,80
	74
	64,90
	96
	64,33

	9
	94,20
	31
	63,70
	53
	74,80
	75
	66,24
	97
	65,03

	10
	91,00
	32
	63,70
	54
	76,30
	76
	67,17
	98
	67,10

	11
	91,00
	33
	67,15
	55
	72,65
	77
	66,53
	99
	67,17

	12
	94,78
	34
	68,35
	56
	69,57
	78
	70,75
	100
	67,17

	13
	93,85
	35
	67,50
	57
	68,70
	79
	70,75
	101
	67,90

	14
	91,98
	36
	70,10
	58
	68,70
	80
	70,42
	102
	67,90

	15
	90,49
	37
	70,10
	59
	68,95
	81
	70,42
	103
	72,10

	16
	90,49
	38
	73,00
	60
	68,95
	82
	70,49
	104
	72,69

	17
	86,50
	39
	73,00
	61
	66,50
	83
	69,20
	105
	72,69

	18
	86,50
	40
	74,15
	62
	63,86
	84
	69,00
	106
	72,29

	19
	83,90
	41
	81,80
	63
	59,20
	85
	68.00
	107
	72,29

	20
	92,55
	42
	79,50
	64
	59,35
	86
	68,00
	108
	71,43

	21
	79,00
	43
	74,60
	65
	59,35
	87
	68,00
	109
	71,43

	22
	83,20
	44
	74,60
	66
	57,50
	88
	68,00
	110
	70,81


Требуется проверить ГСБ-1 (гипотезу случайного блуждания) с помощью теста Коула-Джонса. 

Задание 7.2

В табл. 7.2 представлена информация о курсе акций “Аэрофлота” (в USD) за период с 16 мая по 31 октября 1999 г.

Таблица 7.2

	Пе-ри-од
	Курс
	Пе-ри-од
	Курс
	Пе-ри-од
	Курс
	Пе-ри-од
	Курс
	Пе-ри-од
	Курс

	1
	1,74743
	25
	1,72750
	49
	1,8059
	73
	1,67983
	97
	1,62192

	2
	1,74743
	26
	1,72750
	50
	1,81322
	74
	1,67365
	98
	1,66921

	3
	1,74586
	27
	1,71873
	51
	1,78395
	75
	1,68067
	99
	1,65418

	4
	1,74586
	28
	1,71873
	52
	1,72273
	76
	1,67281
	100
	1,63893

	5
	1,74586
	29
	1,70875
	53
	1,76221
	77
	1,68959
	101
	1,58376

	6
	1,73391
	30
	1,70736
	54
	1,82840
	78
	1,78445
	102
	1,57432

	7
	1,71066
	31
	1,66320
	55
	1,76005
	79
	1,78483
	103
	1,56988

	8
	1,68767
	32
	1,67393
	56
	1,72860
	80
	1,73256
	104
	1,56157

	9
	1,68767
	33
	1,67590
	57
	1,69081
	81
	1,64623
	105
	1,54331

	10
	1,68767
	34
	1,67744
	58
	1,56266
	82
	1,59628
	106
	1,50830

	11
	1,68643
	35
	1,67865
	59
	1,61779
	83
	1,64257
	107
	1,57977

	12
	1,66069
	36
	1,68037
	60
	1,64890
	84
	1,62110
	108
	1,58464

	13
	1,76961
	37
	1,68037
	61
	1,68623
	85
	1,64022
	109
	1,54148

	14
	1,77793
	38
	1,70231
	62
	1,72028
	86
	1,66683
	110
	1,57437

	15
	1,78085
	39
	1,70533
	63
	1,66088
	87
	1,61148
	111
	1,64615

	16
	1,79986
	40
	1,70533
	64
	1,64763
	88
	1,57825
	112
	1,64261

	17
	1,79986
	41
	1,70764
	65
	1,61718
	89
	1,45163
	113
	1,64593

	18
	1,79986
	42
	1,74827
	66
	1,62044
	90
	1,43571
	114
	1,62085

	19
	1,79922
	43
	1,75833
	67
	1,61402
	91
	1,39625
	115
	1,62687

	20
	1,79922
	44
	1,78198
	68
	1,63402
	92
	1,54607
	116
	1,69528

	21
	1,79922
	45
	1,81418
	69
	1,66084
	93
	1,56413
	117
	1,70047

	22
	1,79200
	46
	1,81872
	70
	1,76046
	94
	1,56434
	118
	1,73319


	23
	1,79200
	47
	1,81883
	71
	1,57818
	95
	1,56734
	119
	1,78416

	24
	1,77238
	48
	1,82585
	72
	1,59254
	96
	1,61169
	120
	1,85672


Требуется:

1.
Построить и проверить на адекватность модель ARCH(1).

2.
Построить и проверить на адекватность модель ARCH(2).

Задание 7.3

В табл. 7.3 представлена динамика курса акций корпорации “Омега”.

Требуется:

1.
Построить модель GARCH (1, 1).

2.
Проверить ее адекватность с помощью критерия Люнга-Бокса (LB).

Таблица 7.3

	Пе-ри-од
	Курс
	Пе-риод
	Курс
	Пе-риод
	Курс
	Пе-ри-од
	Курс
	Пе-риод
	Курс
	Пе-риод
	Курс

	1
	532
	9
	548
	17
	513
	25
	547
	33
	630
	41
	560

	2
	539
	10
	537
	18
	507
	26
	568
	34
	634
	42
	630

	3
	548
	11
	548
	19
	510
	27
	578
	35
	667
	43
	650

	4
	546
	12
	544
	20
	526
	28
	578
	36
	680
	44
	620

	5
	564
	13
	534
	21
	543
	29
	581
	37
	696
	45
	603

	6
	571
	14
	542
	22
	547
	30
	633
	38
	675
	46
	613

	7
	570
	15
	521
	23
	547
	31
	600
	39
	650
	47
	640

	8
	566
	16
	509
	24
	541
	32
	601
	40
	604
	48
	680


Задание 7.4

В табл. 7.4 представлена динамика «премии за риск» (разницы между доходностью акций корпорации “Гамма”  и безрисковой доходностью).

Требуется:

1.
Оценить параметры модели Е-GARCH (1, 1) и проверить ее качество.

2.
Оценить параметры модели GARCH-М и проверить ее качество.

Таблица 7.4

	Пе-риод
	Премия,  %
	Пе-риод
	Пре-мия, %
	Пе-риод
	Пре-мия,  %
	Пе-риод
	Премия, %
	Пе-риод
	Пре-мия, 

%

	1
	6,6
	11
	4,5
	21
	6,4
	31
	5,9
	41
	5,5

	2
	6,6
	12
	5
	22
	6,2
	32
	6
	42
	5,9

	3
	6,5
	13
	5,5
	23
	6,2
	33
	6,1
	43
	5,9

	4
	6,6
	14
	5,1
	24
	6,1
	34
	5,9
	44
	5,7

	5
	6,7
	15
	3,5
	25
	6,1
	35
	6
	45
	5,7

	6
	6,5
	16
	5,5
	26
	6,2
	36
	6
	46
	5,8

	7
	6,4
	17
	6,1
	27
	6
	37
	5,9
	47
	5,8

	8
	6,4
	18
	6,2
	28
	6
	38
	5,9
	48
	5,7

	9
	3,5
	19
	6,3
	29
	6,1
	39
	5,7
	49
	5,7

	10
	4
	20
	6,3
	30
	5,9
	40
	5,5
	50
	5,8


ГЛАВА VIII. СИСТЕМЫ ВЗАИМОЗАВИСИМЫХ ЭКОНОМЕТРИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ

8.1. Особенности систем взаимозависимых моделей

При формировании и построении эконометрических моделей в предыдущих разделах предполагалось, что между независимыми переменными х1t,..., хпt  и зависимой переменной уt  в каждый момент времени существует только односторонняя прямая взаимосвязь: хi (у, i=1, 2,..., п.  В такой ситуации зависимая переменная уt  не оказывала никакого влияния на переменные, входившие в правую часть модели.

Это не означает, что переменные хit, i=1, 2,..., п, характеризовались как абсолютно независимые. Однако предопределяющие их значения причины, факторы не находились под воздействием явления, отражаемого переменной уt.

Таким образом, в тенденциях развития переменных хit   и уt  просматривалась как бы строгая очередность. Сначала в момент (период) t возникали явления, выражаемые независимыми в модели переменными хit, а затем под их влиянием формировалось явление, которое выражалось переменной уt .

В реальной жизни многие экономические и социальные явления развиваются, воздействуя друг на друга одновременно, так что в единичный период времени, обозначаемый индексом t, невозможно установить, какое из этих явлений первично, а какое вторично. В качестве типичного примера такой взаимосвязи обычно называют соотношение между спросом и предложением, характеризующееся в единичном интервале времени взаимным влиянием друг на друга цены и объема производства (потребления) товара при участии некоторого количества других факторов, которые можно считать независимыми. Простейший (и достаточно условный) вариант эконометрической модели, описывающей динамику этих переменных на равновесном рынке, можно представить в виде следующей системы, состоящей и двух уравнений:

Qt=(0+(1(Pt+(1t,

Pt=(0+(1(Qt+(2(It +(2t,                              (8.1)

где Pt  – средняя цена за единицу товара, зафиксированная на рынке в период t; Qt  – объем производства (предложения) в период t; It  –  средний уровень дохода потребителя в период t; (0, (1  и (0, (1, (2  – коэффициенты первого и второго уравнений соответственно; (1t и (2t – ошибки первого и второго уравнений соответственно. 

Первое уравнение системы (8.1) показывает, что объем производства товара в период t зависит от сложившейся на него на рынке цены. Во втором уравнении уже уровень цены на товар ставится в зависимость от объема его предложения и дохода потребителей, величина которого в этой системе предполагается известной. Таким образом, переменная It  в системе (8.1) является единственной чисто независимой переменной, а переменные Pt  и Qt  являются взаимозависимыми, т. е. в одном уравнении одна переменная рассматривается как зависимая, а другая – выступает в качестве независимой. Во втором уравнении они меняются местами.

Вообще говоря, “одновременность влияния” различных переменных друг на друга в большинстве случаев можно рассматривать как одно из допущений модели, целесообразность введения которого вызывается, например, укрупнением временного интервала t. В реальности вряд ли можно обнаружить рынок, на котором равновесные цены и объемы товаров формировались бы одновременно. Обычно эти показатели изменяются в ходе работы рынка на основе попеременной корректировки одного из них с учетом известного значения другого. Производитель, реагируя на рыночные цены, выпускает определенное количество товара (продавец закупает товар у оптовика). С учетом нового объема предложения и покупательской способности населения на рынке формируется новая цена (корректируется цена на товар). Такая очередность во взаимовлиянии предложения товара и его цены  относительно непродолжительный период времени соответствует несколько другой модификации системы эконометрических уравнений, имеющей следующий вид:

                                      Qt=(0+(1(Pt–1+(1t,

Pt=(0+(1(Qt+(2(It +(2t,                             (8.2)

в которой взаимосвязи между взаимозависимыми переменными выражаются следующей последовательностью: Pt–1(Qt(Pt( Qt +1.

В системе (8.2) одновременные взаимосвязи между переменными Pt  и Qt  отсутствуют. Однако, если периоды будут укрупнены (например, дневные в недельные, месячные в квартальные и т. п.), то в рамках укрупненного периода уже возникают одновременные взаимосвязи между переменными Pt  и Qt. Использование в данной ситуации в качестве объясняющей переменной значения Pt–1  становится нецелесообразным, поскольку реакции покупателя и продавца проявляются уже в рамках одного и того же периода. В этом случае взаимосвязи между переменными Pt  и Qt  уже определяются системой (8.1). При этом, например, Pt  может рассматриваться как средняя цена за этот укрупненный период, а Qt   – как объем продаж (предложения). Разумеется, что при определении длины укрупненного периода большое значение имеет вид товара. Для товаров повседневного спроса уже неделю можно рассматривать в качестве такого периода, а для некоторых средств производства и годовой продолжительности может быть недостаточно.

В отношении ошибок системы (8.1) (1t и (2t  выдвинем традиционные предположения об отсутствии в ряду каждой из них явлений гетероскедастичности и автокорреляции:




В целях упрощения предварительных рассуждений предположим также, что временные ряды ошибок (1t и (2t  статистически независимы, т. е. cov((1t, (2t)=0.

Посмотрим, сохраняется ли для системы (8.1) условие (2.23), выполнение которого позволяет получить несмещенные оценки коэффициентов модели (0, (1, (0, (1, (2   с использованием МНК.

Подставим во второе уравнение системы (8.1) значение Qt, выраженное через Pt. Получим
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откуда следует, что
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(8.4)


где 
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–  коэффициенты новой модели и 
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– новая случайная ошибка, являющаяся линейной комбинацией независимых ошибок (1t и (2t. В силу условия (8.3) несложно убедиться, что
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Из выражения (8.4) следует, что в общем случае на зависимую переменную Pt  воздействует случайная ошибка иt, в которую входит ошибка первого уравнения (1t. Таким образом, переменные Pt    и (1t  нельзя считать независимыми и 
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Иными словами, входящие в первое уравнение независимая переменная и ошибка оказываются коррелированными, а, следовательно, и прямое использование МНК для получения оценок коэффициентов этого уравнения даст смещенные результаты. При этом из выражения (8.5) следует, что это смещение не может быть устранено увеличением объема выборки, поскольку 

 при всех значениях T.  Напомним, что величину смещения оценок a0  и a1, согласно выражению (2.9), можно оценить как            [(X(X)–1(X(((1], где  

X =   
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Оценки со смещением, не устраняемым увеличением объема выборки, называют несостоятельными. Если такие оценки получены с использованием МНК, то часто употребляется термин “несостоятельный МНК”.

Аналогично можно показать, что во втором уравнении системы (8.1) переменная Qt   связана с ошибкой (2t  и применением обычного МНК и в этом случае ведет к смещенным оценкам параметров (0, (1   и (2.

Заметим далее, что, вообще говоря, уравнения системы (8.1) могли бы быть рассмотрены и по отдельности. Однако это не будет означать, что взаимосвязи между переменными, входящими в их правые части, и соответствующими ошибками исчезли. Эти взаимосвязи существуют вне зависимости от того, объединяются ли данные уравнения в систему. Они предопределены характером взаимоотношений в экономике между рассматриваемыми процессами, а не самим объединением их в систему. Просто в системе взаимосвязи между независимыми переменными и ошибкой становятся непосредственно очевидными, поскольку они могут получить количественную оценку.

Таким образом, системы взаимозависимых эконометрических моделей выражают через структурную форму взаимосвязей между явлениями их новое содержание, характеризующееся взаимным влиянием друг на друга некоторых зависимых и независимых переменных. В этой связи следует заметить, что можно строить отдельную модель этой системы для отдельно взятой зависимой переменной, но при этом следует иметь в виду, что если она, в свою очередь, в то же время влияет на какую-либо из независимых переменных, то использование МНК для получения оценок коэффициентов этой модели дает смещенные результаты.

Здесь следует отметить, что корреляционные взаимосвязи между эндогенными переменными и ошибками появляются и в том случае, когда некоторые из уравнений системы (8.1) имеют характер тождества. Рассмотрим, например, упрощенную модель агрегированного спроса в зависимости от величины дохода при балансовом ограничении на величину дохода:

Сt=(+((It+(t,

It=Сt+Zt,                                               (8.6)

где Сt  – потребительские расходы в период t, определяющие величину спроса; It  – размер дохода в период t; Zt    – потребительские расходы в период t; (t  – ошибка модели, удовлетворяющая свойствам типа (8.3); ( и (  – коэффициенты модели. Заметим, что во втором уравнении системы (8.6) отсутствует ошибка, и коэффициенты при объясняющих переменных строго предопределены балансовым соотношением. Они равны единице.

Подставив первое уравнение из (8.6) во второе, получим
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Таким образом, коэффициент ковариации между переменными It  и (t  в силу условий (8.3) оказывается отличным от нуля:
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Вместе с тем следует отметить, что существует класс систем взаимозависимых эконометрических моделей, в которых эндогенные переменные и ошибки можно считать статистически независимыми. Это так называемые “рекурсивные системы”. Простейшим их примером можно считать систему (8.2).

В результате подстановки первого уравнения из (8.2) во второе получим

Pt=((0+(1 ((0)+(1((1 (Pt–1+(2(It +(1 ((1t +(2t .             (8.8)

Из выражения (8.8) вытекает, что цена товара Pt   в период t, определяемая вторым уравнением, зависит от ошибки первого уравнения. Однако, поскольку при определении коэффициентов первого уравнения из (8.2) используется не значение Pt, а значение Pt–1, которое не связано с ошибкой (t*, то использование МНК не приводит к смещению оценок коэффициентов (0  и (1.

С учетом этого факта коэффициенты каждой из эконометрических моделей, входящих в рекурсивную систему, могут быть оценены с использованием обычного МНК и полученные их оценки не будут смещенными.

Рассмотрим проблемы построения систем взаимозависимых эконометрических моделей более подробно, в том числе и с формальных позиций.

8.2. Формы представления систем взаимозависимых эконометрических моделей

Собрав по разные стороны знака равенства переменные уit и хjt  и ошибки (it, i=1, 2,..., т; j=1, 2,..., n;  представим общий вариант системы взаимозависимых уравнений в следующем виде:
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mt

e
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где (ik  и (ij  – коэффициенты i-го уравнения при переменных уkt  и xjt  соответственно; k, i=1, 2,..., т; j=0, 1,..., n; X0 (0.

Взаимозависимые переменные у1, у2,..., уm обычно называют эндогенными, подчеркивая тем самым, что их расчетные значения определяются на основании модели (8.9). Переменные х1,..., хп  называются экзогенными. Их значения задаются только в качестве исходных данных и в системе (8.9) они не рассчитываются.

Для ошибок системы (8.9) будем считать справедливыми предположения типа (8.3), т. е. M[(it]=0; cov((it, (i,t-k)=0; k=1, 2,...; 

 Но при этом ошибки отдельных уравнений могут быть взаимозависимыми, что выражается соотношением




которое может быть справедливым для некоторых i и j .

Кроме того, в системе (8.9) предполагается, что экзогенные переменные xj, j=1,2,..., n; и ошибки уравнений (i, i=1, 2,..., т; независимы.

Исходными данными при построении модели (8.9) являются зафиксированные в моменты времени t=1,2....,Т  значения эндогенных переменных уit и экзогенных переменных хjt, i=1, 2,..., т; j=1, 2,..., n.

Для произвольного момента t система (8.9) может быть записана в следующей векторно-матричной форме:

А( уt+В(хt=(t,                            (8.11)

где уt=[у1t, у2t,..., уmt]( – вектор-столбец наблюдаемых (исходных) значений эндогенных переменных в момент t; хt=[1, х1t,..., хпt]( – вектор-столбец наблюдаемых (исходных) значений эндогенных переменных в момент t; (t=[(1t, ..., (пt]( – вектор-столбец значений ошибок уравнений в момент t;  А, В  – матрицы коэффициентов aik  и bij  модели при переменных уit и хjt соответственно. Матрица  А имеет размерность т(т, а матрица В – т((п+1).

 

А =   
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Развернутую и векторно-матричную формы (8.9) и (8.11) системы эконометрических уравнений называют структурной формой модели. В отличие от нее можно сформировать так называемую “приведенную” форму модели, в которой значения переменных уit  выражаются только через экзогенные переменные хjt. Векторно-матричное уравнение приведенной формы записывается в следующем виде:

уt=С(хt+иt,                            (8.13)

где С  – матрица коэффициентов приведенной формы размера т((п+1); иt=[и1t,..., ипt]( – вектор-столбец ошибок приведенной формы.

Таким образом, уравнения, входящие в приведенную систему (8.13), по своему виду похожи на традиционные эконометрические модели с одной зависимой переменной уit  и независимыми факторами х1t, х2t,..., хпt. Развернутая форма приведенной системы (8.13) может быть представлена в следующем виде: 
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  (8.14)


Вообще говоря, приведенная форма системы эконометрических уравнений типа (8.13) может быть сформирована только при условии невырожденности матрицы  А. В самом деле, из условия равенства столбцов уt  в системах (8.11) и (8.13) непосредственно вытекает, что показатели приведенной формы выражаются через показатели структурной формы следующим образом:

С =–А–1(В, иt=А–1((t.                               (8.15)

Поскольку экзогенные переменные хjt, j=1, 2,..., n;  и ошибки   (it, i=1, 2,..., т; статистически независимы, то оценки коэффициентов приведенной формы, полученные с использованием МНК, являются несмещенными, несмотря на достаточно сложную структуру ошибок  иit.  Из выражения (8.15) следует, что ошибки иkt   являются линейными комбинациями ошибок  (it, k, i=1, 2,..., т. Для них справедливо следующее соотношение:



 

где коэффициенты (ki   являются элементами k-й строки матрицы  А–1.

Из выражений (8.14) и (8.16) непосредственно также следует, что любая эндогенная переменная уkt, k =1, 2,..., т; статистически взаимосвязана с ошибками всех моделей системы (8.1), поскольку ошибки иkt  являются линейными комбинациями ошибок  (it.

Точно так же, как и для системы (8.1), можно доказать, что и в общем случае системы (8.9) и ее векторно-матричного аналога (8.11), ее характерной чертой является наличие статистических взаимосвязей между эндогенными переменными уkt, входящими в правую часть i-го уравнения этой системы, и его ошибкой (it. Для переменной y2t, например, это несложно сделать, подставив во второе уравнение системы вместо переменной y1t, определяющее ее первое уравнение системы. В результате получим следующее выражение:
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свидетельствующее о том, что переменная y2t  и ошибка (1t  взаимосвязаны друг с другом.

В выражении (8.17) 

 представляет собой новую линейную форму, отражающую зависимость переменной y2t  от всех других факторов, входящих в модель, после подстановки первого уравнения системы во второе, и приведения подобных членов.

Аналогичным образом, подставляя во второе уравнение системы (8.9) третье, четвертое и т. д. т-е уравнение, увидим, что переменная y2t  взаимосвязана с ошибками (3t, (4t,..., (mt  и ее вхождение в правую часть этих уравнений в качестве независимого фактора в случае использования МНК влечет за собой смещение оценок их параметров.

Точно также можно показать наличие взаимосвязей и между другими эндогенными переменными, рассматриваемыми в уравнениях системы (8.9) в качестве независимых факторов, и ошибками этих уравнений.

При сопоставлении структурной и приведенной форм системы (8.11) следует иметь в виду, что при заданном составе эндогенных и экзогенных переменных приведенная форма является единственной, определенной матричным уравнением (8.13). В то же время структурная форма вытекает из содержательных предпосылок, лежащих в основе модели, отражающих эмпирический опыт,  интуицию исследователя, то или иное направление экономической теории. Вследствие этого, даже при известном составе эндогенных и экзогенных переменных в общем случае может существовать множество структурных форм, каждая из которых определяется специфическими соотношениями включенных переменных, в свою очередь, отражающими определенные варианты содержательных предпосылок системы (8.9).

Можно показать, что некоторые из этих форм взаимосвязаны между собой. Предположим, что существует невырожденная матрица F размера т(т. Умножим выражение (8.11) слева на эту матрицу. В результате имеем

F(А(уt+F(В(хt=F((t.                            (8.18)

Обозначив F(А=А1, F(В=В1, F((t=(t(, получим новую структурную форму А1(уt+В1(хt=(t(. В частности, приведенная форма (8.13) получена при условии, что F = А–1.  
Преобразуем новую структурную форму (8.18) в приведенную. Для этого умножим это выражение слева на матрицу  (F(А)–1.

В результате получим следующее выражение:

(F(А)–1((F(А)(уt+(F(А)–1(F(В(хt=(F(А)–1(F((t,          (8.19)

которое  с  учетом  правила  умножения обратных матриц              ((F(А)–1 =А–1(F–1) преобразуется к уже известной системе (8.13).

уt=–А–1(В(хt+иt.

Выражения (8.18) и (8.19) формально доказывают единственность приведенной формы и множественность структурных форм для заданного состава эндогенных и экзогенных переменных.

Заметим, что структурная форма системы взаимозависимых эконометрических моделей (8.11) может быть представлена и в более компактной форме записи

D(zt=(t ,                                        (8.20)

где вектор zt  размера (т+п) объединяет векторы уt  и хt , а матрица D размера т(( т+п) объединяет матрицы А и В.


                                       уt
 zt  =  хt          ,                           D = [А В],                             (8.21)

где [А В] – матрица, образованная построчным присоединением матрицы В к матрице А. Таким образом, она содержит т строк и т+п+1 столбец. Кроме того, заметим, что и структурная форма (8.11) и приведенная форма (8.9) сформированы для каждого из текущих индексов t. В общем виде, развернув каждую из переменных по индексу t, структурную форму (8.11) можно представить в следующем виде:

А(Y +В(X =( ,                            (8.22)

где Y и X представляют собой матрицы размера Т(т и Т(( п+1) соответственно:
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а матрица ( размера Т(т объединяет ряды ошибок (it, i=1, 2,..., т; t=1, 2,..., T:

( =       
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В ряде литературных источников можно встретить чуть более привычное развернутое представление системы (8.11), в котором элементы матриц А и В сформированы в виде векторов, состоящих из т2 и т((п+1) компонент соответственно. Тогда  общий вид этой системы определяется следующим выражением:

Y (А1+X(В1=(,                            (8.25)

где Y – блочно-диагональная матрица размера (Т( т( т2) вида
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8.26)


X – блочно-диагональная матрица размера (т(Т((n+1)(т) вида

 X =            
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и матрицы Y и X определены выражением (8.23); А1 и В1 – вектора коэффициентов при эндогенных и экзогенных переменных:

        А1  =  
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             В1 =   
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( – вектор ошибки, состоящий из Т( т компонент:

( =  
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(8.29)


Выражения (8.22) и (8.25) представляют собой альтернативные формы записи общего вида системы (8.11), в которых фигурирует весь состав эндогенных и экзогенных переменных. Вместе с тем, как это было видно из рассмотренных выше примеров, в конкретных системах взаимосвязи между отдельными переменными могут либо отсутствовать, либо быть определены заранее. Например, в системе (8.1) в первом уравнении не присутствует экзогенная переменная It. В системе (8.6) уже известны коэффициенты балансового соотношения при эндогенной переменной Сt  и экзогенной переменной Zt. Они оба равны единице. В этих случаях на соответствующих местах в матрицах А и В (выражение (8.25)) должны стоять либо нули (при отсутствии в уравнении соответствующей переменной), либо известные значения коэффициентов.

Между коэффициентами структурной формы могут иметь место и более сложные взаимосвязи (например, в виде алгебраических соотношений, типа равенств). вытекающие из предпосылок экономической теории. Так, известная функция Кобба-Дугласа 

 часто рассматривается с учетом условия a1+a2=1. Эти ограничения, как это будет показано далее, играют существенную роль при оценке коэффициентов систем взаимозависимых эконометрических моделей.

Рассмотрим некоторые примеры систем взаимозависимых эконометрических моделей, которые использовались в исследованиях реальных процессов, и соответствующие им структурные и приведенные формы.

Пример 8.1.

Для исследования динамики цен и потребления электроэнергии, формирования на основе выявленных закономерностей рациональной политики в сфере электроснабжения в США была использована следующая система из двух взаимозависимых уравнений, по содержанию эндогенных переменных похожая на систему (8.1):
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    (8.30)


где (ik’   и (ij’  –  коэффициенты системы (8.30), помеченные “штрихом”, чтобы выделить отличие их знаков от соответствующих коэффициентов структурной формы;

y1=lnY1   и Y1  – среднегодовое количество электроэнергии в расчете на одного потребителя;

y2 =lnY2   и Y2  – цена за единицу потребляемой электроэнергии;

х1=lnХ1   и Х1  – годовой доход в расчете на одного человека;

х2=lnХ2   и Х2  – средняя цена за потребляемый жилищным комплексом газ;

х3=lnХ3   и Х3  – количество теплых дней в году;

х4=lnХ4   и Х4  – средняя температура июля;

х5=lnХ5   и Х5  – процент населения, проживающего в сельской местности;

х6=lnХ6   и Х6  – средний размер домохозяйства;

х7=lnХ7   и Х7  – стоимость рабочей силы (заработная плата);

х8=lnХ8   и Х8  – процент энергии, произведенной акционерными коммунальными предприятиями;

х9=lnХ9   и Х9  – расход топлива на один киловатт-час электроэнергии;

х10=lnХ10   и Х10  – отношение количества промышленных предприятий, продающих электроэнергию, к количеству аналогичных территориальных компаний;

х11=lnХ11   и Х11  – временной фактор.

Исходные данные для модели (8.18) имеют пространственно-временную структуру. Они отражают уровни рассматриваемых процессов по 48 штатам за 9 лет. При этом отметим, что время являлось одним из факторов модели, аккумулирующим аспекты потребления электроэнергии, связанные с научно-техническим прогрессом. Таким образом, индекс t в системе (8.18) соответствует порядковому номеру набора, t=1,2,..., T; T = 48(9.

Первое уравнение определяет зависимость количества потребляемой электроэнергии от цены и показателей, отражающих особенности потребительского рынка в регионах в соответствующий год.

Во втором уравнении уже цена за электроэнергию ставится в зависимость от объемов ее производства (при условии, что производство равно потреблению) и ряда других факторов, влияющих на цену.

Структурная форма системы (8.30) в соответствии с выражениями (8.9), (8.11), (8.12) характеризуется следующими векторами и матрицами:

уt =[y1t , y2t ]( ;                       xt =[1, x1t , x2t ,..., x11,t ]( ;
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(ik =–(ik(; (ij =–(ij (; k, i=1,2; j=0,1,2,...,11.

Отметим, что в матрице  В в первой и второй строках нулевые элементы стоят на местах факторов, которые отсутствуют в соответствующем уравнении системы (8.30).

Приведенная форма системы (8.30) может быть представлена следующей системой уравнений:
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  (8.31)


которая, в свою очередь, в векторно-матричной форме выражается уравнением (8.13) с матрицей С следующего вида:

С =      
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Заметим, что в выражении (8.31) на коэффициенты (((ij, i=1,2,...;   j=0,1,...,11; не накладывается никаких ограничений. В частности, не требуется равенства нулю тех коэффициентов, которые были равны нулю в структурной форме.

Пример 8.2.

Для анализа закономерностей и пропорций государственных расходов и федеральных субсидий в США была использована следующая система из двух взаимозависимых уравнений:
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где y1t    – государственные расходы, производимые на местном уровне в штате t;

y2t    – уровень федеральных субсидий в t-м штате;

х1t    – доход t-го штата;

х2t    – численность населения, проживающая в t-м штате;

х3t    – численность учащихся в школах 1-й и 2-й ступеней в t-м штате.

В данном случае индекс t характеризует номер штата и исходная информация имеет пространственный характер. Она была собрана за один год. Однако эта информация может иметь и пространственно-временной характер, как в предыдущем примере.

Первое уравнение описывает распределение государственных расходов по административным территориям, в зависимости от уровня федеральных субсидий, дохода самих территорий и численности проживающего населения.

Во втором уравнении уже федеральные субсидии территориям рассматриваются как зависимая переменная, на уровень которой влияют государственные расходы и численность учащихся в школах 1-й и 2-й ступеней, являющихся основными “потребителями” этих субсидий.

Целесообразность формирования такой системы связана с тем, что федеральные субсидии и правительственные расходы зачастую направляются на одни и те же программы, как бы “конкурируя” друг с другом. Увеличение одной переменной обычно влечет за собой снижение уровня другой.

Матрицы структурной формы модели (8.32) имеют следующий вид:
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(ik =(ik(; (ij =–(ij(; k, i=1,2; j=1,2,3.

Приведенная форма модели (8.32) может быть представлена следующей системой уравнений:
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.33)


где  коэффициенты (ij  в общем случае не являются тождественными нулями, i=1,2; j=1,2,3.

Пример 8.3.

Примером системы взаимозависимых эконометрических моделей, включающей в себя балансовые соотношения, является так называемая модель Людеке, разработанная для описания макроэкономических процессов на уровне государства. Она может быть представлена в следующем виде:
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где y1t    – уровень потребления в году t; y1,t–1=х1t;

y2t    – инвестиции;

y3t    – импорт, y3,t–1=х3t;

y4t    – национальный доход ;

х2t    – доход от предпринимательской деятельности в прошедшем периоде, т. е. в t–1;

х4t    – государственные расходы плюс государственные чистые инвестиции в основной капитал плюс изменения в товарных запасах плюс субсидии минус косвенные налоги;

х5t    – экспорт.

Первое уравнение системы (8.34) описывает динамику потребления с учетом авторегрессионной связи этого процесса и в зависимости от произведенного в государстве дохода; второе – динамику инвестиций как функцию от национального дохода и дохода, полученного в прошлом году в результате предпринимательской деятельности; третье – динамику импорта с учетом авторегрессионной связи этого процесса и в зависимости от национального дохода и последнее уравнение представляет собой балансовое соотношение, характеризующее распределение национального дохода на основные составляющие.

Система (8.34) содержит четыре эндогенные переменные и пять экзогенных, в число которых входят две запаздывающие эндогенные переменные y1,t–1   (потребление прошлого года) и y3,t–1 (импорт прошлого года) и одна запаздывающая чисто экзогенная переменная х2   (доход от предпринимательской деятельности прошлого года), которая однако рассматривается как незапаздывающая, поскольку переменная х2t в модели отсутствует. 

Взаимозависимый характер модели (8.34) придает вхождение в правые части первых трех уравнений переменной, выражающей национальный доход, которая, в свою очередь, представлена балансовым соотношением. В результате переменная y4t  оказывается статистически взаимосвязанной с ошибками уравнений (1t, (2t  и (3t, что является причиной несостоятельности МНК (смещенности оценок коэффициентов первых трех уравнений системы в случае использования этого метода).

Структурная форма модели (8.34) характеризуется следующими векторами и матрицами:

уt = [y1t , y2t , y3t , y4t  ](, xt =[1, х1t  , х2t , х3t , х4t , х5t ], 

где х1t=y1,t–1; х3t=y3,t–1;


А =  
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Заметим, что приведенная форма системы (8.34) должна определяться уравнениями, в правых частях которых нет незапаздывающих эндогенных переменных, а запаздывающие рассматриваются как незапаздывающие экзогенные переменные. С учетом этого замечания данная форма может быть представлена в следующем виде:
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5)


Обратим внимание на то, что при отсутствии автокорреляции во временных рядах ошибок иit (см. условие (8.3)) запаздывающие эндогенные переменные уi, t–1 и ошибки иit являются статистически независимыми и эти переменные можно рассматривать в приведенной форме как экзогенные.

Рассмотренные примеры свидетельствуют о том, что матрицы А и В, образующие структурную форму системы взаимозависимых эконометрических моделей, часто содержат некоторое количество известных (преопределенных) элементов. В то же время матрица С из приведенной формы содержит только неизвестные элементы. Их количество соответствует числу экзогенных переменных модели.

Приведенная форма системы взаимозависимых эконометрических моделей играет важную роль в решении проблемы получения несмещенных оценок коэффициентов структурной формы этой системы. Эта проблема более подробно рассматривается в следующих разделах этой главы.

8.3. Косвенный метод оценки коэффициентов структурной формы систем взаимозависимых эконометрических моделей

В разделе 8.2. было показано, что использование МНК приводит к смещению оценок коэффициентов только структурной формы модели. В силу статистической независимости экзогенных переменных и ошибок структурной и приведенной форм оценки коэффициентов приведенной формы, полученные с использованием МНК, являются несмещенными (часто имеется в виду свойство их состоятельности). При этом ничто не мешает с помощью этого метода определить оценки коэффициентов каждого уравнения приведенной формы отдельно от других.

Это замечание наводит на мысль использовать для оценки коэффициентов структурной формы алгебраическое матричное уравнение (8.15) или его аналог, который может быть представлен в следующем виде:

С =–А–1 (В (А(С +В =0,                               (8.36)

где 0 обозначает матрицу соответствующего размера с нулевыми элементами.

В выражении (8.36) в качестве неизвестных рассматриваются элементы матриц структурной формы А  и В, в то время как элементы матрицы приведенной формы С являются известными. Их можно определить путем использования МНК для оценки коэффициентов приведенной формы (8.13), (8.14) при известных значениях эндогенных и экзогенных переменных. Такой подход получил название косвенного метода оценки коэффициентов структурной формы системы взаимозависимых эконометрических моделей.

Теоретически косвенный метод представляется вполне приемлемым. Оценки коэффициентов матрицы С в силу независимости экзогенных переменных и ошибок соответствующих приведенных уравнений являются несмещенными и эффективными. Однако, к сожалению, как свидетельствуют результаты практических исследований, оценки коэффициентов структурной формы, полученные путем решения системы уравнений типа (8.36), свойство несмещенности, как правило, теряют. От оценок приведенной формы к оценкам структурной формы передается свойство состоятельности.  Кроме того, использование соотношений типа (8.36) для получения оценок коэффициентов структурной формы в общем случае вообще представляется неприемлемым. В самом деле, заметим, что система (8.36) содержит т((n+1) уравнений (по числу элементов, содержащихся в матрице 0), а неизвестных коэффициентов в общем случае в ней т2+т((n+1), в том числе т2  коэффициентов содержит матрица А, а т((n+1) коэффициентов – матрица  В. Вследствие этого система (8.36) в общем случае не имеет единственного решения.

Вместе с тем часто в конкретных исследованиях (см. примеры раздела 8.2) на коэффициенты матрицы А и В накладывают дополнительные априорные ограничения, вытекающие, например, из теоретических предпосылок, эмпирических результатов, интуитивных предположений. При достаточном количестве таких ограничений число неизвестных параметров в матрицах А и В может быть снижено до уровня, обеспечивающего разрешимость системы (8.36). 

В общем случае ограничения на структурные параметры моделей системы (8.36) подразделяются на исключающие и линейно однородные. При исключающих ограничениях коэффициент при отсутствующей в уравнении переменной приравнивается к нулю. При линейно однородных ограничениях значения некоторых коэффициентов приравниваются к конкретному числу, вытекающему из условий соотношений, в которые входят соответствующие им переменные. Так, в примере 8.3 в первых трех строках в матрице В использованы только исключающие ограничения. В четвертой строке матриц А и В использованы как исключающие, так и линейно однородные ограничения, соответствующие четвертому (балансовому) уравнению системы (8.34).

Рассмотрим условия, определяющие возможности использования выражения (8.36) для оценки коэффициентов структурной формы системы (8.11), более подробно для отдельного входящего в эту систему уравнения. Для этого представим выражение (8.36) с использованием матрицы D=[AB] в следующем виде: 

                                                           С
[AB] (  Е п + 1     = D ( G= 0,                          (8.37)

D=[AB] – матрица размера т((т+n+1), образованная присоединением столбцов матрицы B к матрице A; 

        С
G= Е п + 1      – матрица размера (т+n+1)((n+1), образованная присоединением строк квадратной единичной матрицы Еп+1  размера (n+1) к матрице С;


G =     
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 (8.38)


Легко видеть, что выражение (8.37) является другим вариантом записи уравнения (8.36):


                            С
 D ( G =  [AB] (  Е п + 1     = A ( С + B( Еп+1  = A ( С + B = 0,

в котором матрица D образована неизвестными коэффициентами структурной формы, а матрица G – известными коэффициентами приведенной формы и единичными элементами матрицы Еп+1.

Рассмотрим произведение первой строки матрицы D на матрицу G, результатом которого является система однородных линейных уравнений, определяющая значения коэффициентов первой модели системы (8.11). Это произведение может быть представлено в следующем виде:

                                                         С
 d 1   (  Е п + 1     = d 1( G = 0,                           (8.39)

где d1 – вектор-строка, составленная из коэффициентов первого уравнения системы (8.11), и 0 в правой части означает нулевой вектор-строку соответствующего размера.

В развернутом виде с учетом (8.9) и (8.14) систему (8.39) можно записать следующим образом:
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)

K

=

0

,


где aij – неизвестные оценки соответствующих коэффициентов матрицы А; b1j – неизвестные оценки коэффициентов первого столбца матрицы В; cij – известные оценки коэффициентов приведенной формы системы (элементов матрицы С); i=1,2,…,m; j=1,2,…,n.

Заметим, что система (8.40) выражает несколько другую запись уравнения (8.39), которая в векторно-матричной форме записывается как

                                                  С    (
 Е п + 1      ( d 1 (  = 0(.

Система (8.40) в общем случае включает в себя n+1 однородное уравнение и содержит т+n+1 неизвестное (оценки коэффициентов ((1i  и (1j, i=1, 2,..., m ; j=0, 1,..., n). Вместе с тем для однозначного определения этих оценок необходимо, чтобы количество неизвестных среди них было равно рангу матрицы G за вычетом единицы.

Если обозначить количество известных коэффициентов в строке d 1  как w1, а неизвестных – как w2, w1+w2=т+n+1, а ранг матрицы   G – как ((G), то это условие может быть представлено в следующем виде:

w2 =т+n+1–w1=((G)–1.                             (8.41)

Выражение (8.41) известно как условие идентифицируемости системы (8.11) или ее некоторой модификации.

Напомним, что при выполнении условия (8.41) значения неизвестных коэффициентов системы (8.39) (1i  и (1j, i=1, 2,..., m; j=0, 1,..., n; определяются с точностью до множителя. Конкретные их значения можно получить, выбрав “подходящее” значение одного из коэффициентов заранее, а остальные в ходе решения системы (8.40) с использованием соответствующего метода (метода Гаусса, Крамера и т.п.). В нашем случае, как правило, единственное решение системы (8.39) можно получить, приравняв единице  коэффициент (11. Это естественное ограничение вытекает из формы записи первого уравнения системы (8.11) (см. примеры 8.1–8.3). Для других уравнений необходимо приравнивать к единице коэффициенты (ii, i=2,..., m. При этом следует иметь в виду, что это естественное ограничение (ii=1 не должно учитываться в соотношении (8.41), т. е. не должно входить в число w1 .
При относительно небольшом числе неизвестных параметров в первой строке матрицы D (эта относительность определяется соотношением w2(((G)–1), система (8.39) становится переидентифицированной (сверхидентифируемой). Получение единственного решения в этом случае возможно, если, например, существуют ограничения на коэффициенты приведенной формы системы эконометрических моделей, уменьшающие ранг матрицы G. С этой же целью можно попытаться использовать приведенную форму с меньшим числом экзогенных переменных, если это не расходится с предпосылками, лежащими в основе системы моделей.

При условии w2(((G)–1 система (8.39) является недоиндентифицируемой и без дополнительных ограничений на параметры структурной формы однозначно оценить их значения с помощью приведенной формы невозможно.  

Заметим, что при решении системы (8.40) могут возникнуть определенные проблемы с учетом ограничений на параметры структурной формы. В основном это относится к линейно однородным ограничениям. В самом деле, если речь идет только об исключающих ограничениях, то их легко учесть, приравнивая к нулю соответствующие коэффициенты (ik и (ij. Для системы (8.40) это коэффициенты (1i  и (1j, i=1, 2,..., m; j= 0, 1,..., n; являющиеся элементами первой строки матрицы D.

Так, например, система (8.40) для первой модели из системы (8.30) с учетом исключающих ограничений на коэффициенты b17,..., b1,11  приобретает следующий вид:
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   (8.42)


Однако, если для этой модели имели бы место какие-либо линейно однородные ограничения на параметры структурной формы типа (11=(12+(16, (12 +(11=0 и т. п., то для их учета при определении коэффициентов структурной формы требуется некоторая модификация систем (8.37), (8.39) и (8.42).

Рассмотрим альтернативный путь решения задачи оценки коэффициентов структурной формы системы взаимозависимых эконометрических моделей с учетом различного типа ограничений на ее параметры с использованием приведенной формы сначала для примера системы (8.30). Этот путь основан на модификации матрицы G путем ее  преобразования в матрицу G1 при сохранении для этой матрицы условия (8.37) (и соответственно (8.39)). Для этого заметим, что, например, исключающее ограничение на параметр (17 первого уравнения системы (8.30) может быть представлено в следующем виде:

d 1   (    
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0

0

0

0

0

0

1

0

0

0

  =0,                                         (8.43)

где 1 стоит на месте, обеспечивающем в результате умножения вектора d 1    на вектор ограничений выполнение условия b17=0.

Обозначим вектор-столбец в выражении (8.43) как g7(. Число его компонент равно числу элементов вектора d1. Аналогичный вектор для переменной (18  обозначим как g8((он содержит единицу на месте, соответствующем элементу (18), для переменной (19 – g8(,...

Расширим матрицу G  модели (8.30) за счет присоединения к ней векторов, отражающих исключающие ограничения, g7 ( , g8(,..., g11(. В результате получим матрицу G1 следующего вида:

G1 = [G g7 (... g11(] = 
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  (8.44)

 

где единицы в присоединенной части стоят на местах, обеспечивающих в результате произведения вектора d1  на векторы g7(,..., g11( выполнение условий (17=0, (18=0,..., (1,11=0.

В силу условия (8.43), выполняемого для исключающих ограничений на параметры (17,..., (1,11, для элементов матрицы G1 имеет место такое же соотношение, как (8.39) для матрицы G:

d 1   ( G1 = 0.                                (8.45)

Однако заметим, что при этом, во-первых, матрица G1 расширена  по сравнению с матрицей G на 5 столбцов (по числу введенных ограничений) и ее ранг соответственно увеличился, и, во-вторых, вектор-строка d 1  записывается без исключающих ограничений. Ее элементы представляются в общей, а не в количественной форме записи.

Заметим, что на коэффициенты первой модели системы (8.30) могли быть наложены и ограничения других видов. Рассмотрим особенности их формализованного представления в матрице G1. Так, для линейного однородного ограничения (11=(12+(16  соответствующий ему вектор представляется в следующем виде:
g12(=   
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где значения +1 и –1 стоят на местах соответствующих коэффициентов. 

С участием вектора d1  это ограничение также записывается в виде произведения векторов d1(g12(=0. Для его учета при оценке коэффициентов структурной формы необходимо расширить матрицу G также на вектор g12(.

Некоторые сложности вызывает векторное представление неоднородных ограничений, содержащих в правой части вместо нуля значимое число. Примером такого ограничения является (12+(11=3. Однородный вариант записи этого ограничения предполагает использование коэффициента (11, который для получения решения затем нормализуется, т. е. выбирается равным 1((11=1). В этом случае отмеченное ограничение приобретает вид (12+(11–3(11=0, и в векторной форме записи оно представляется следующим образом:

g13(=    
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Заметим, что векторы-ограничения достаточно просто формируются только для линейных ограничений на параметры. В случае нелинейных ограничений задача их учета при получении оценок параметров значительно осложняется. Для ее решения требуются специальные методы.

Таким образом, в случае линейных ограничений на параметры структурной формы модели в результате присоединения выражающих их векторов к матрице G  формируется матрица G1 размера (т+n+1)((n+1+r), где r – количество учитываемых ограничений. Тогда по аналогии с условием существования однозначного решения системы (8.39) для матрицы G (см. выражение (8.41)), условие существования единственного решения системы (8.45) для матрицы G1 можно представить в следующем виде:

((G1)=т+n ,                          (8.46)

т. е. ранг матрицы G1  должен быть на единицу меньше, чем число элементов в строке d1, где, напомним, т+n+1 – общее количество параметров модели структурной формы (количество элементов в соответствующей строке матрицы D), в нашем случае, в первой.

Из условия (8.46) непосредственно вытекает, что, если в матрице G отсутствуют линейно зависимые столбцы, то количество столбцов-ограничений, присоединенных к матрице G при формировании матрицы G1 , в случае единственного решения системы (8.45) должно удовлетворять равенству r=т–1. Иными словами, количество априорных ограничений должно быть равно числу взаимозависимых переменных в системе, уменьшенному на единицу.

При наличии в матрице G1 линейно зависимых столбцов в случае сверхидентифицируемости системы моделей количество вводимых ограничений должно превышать число т–1, r(т–1. Объединяя эти два результата в один, получим, что ненулевое решение системы (8.45) существует при выполнении условия

r (т –1,                                    (8.47)

которое означает, что число априорных ограничений должно быть не меньше количества эндогенных переменных в системе взаимозависимых эконометрических моделей за вычетом единицы.

Рассмотрим вопросы идентифицируемости систем моделей на примерах 8.1-8.3. В примере 8.1 первое структурное уравнение системы (8.30) содержит в общем случае 9 неизвестных параметров (два при эндогенных переменных, включая у1, шесть при эндогенных и один свободный коэффициент). Всего система содержит одиннадцать экзогенных переменных (двенадцать параметров приведенной формы). Таким образом, матрица G, сформированная для этой системы имеет размерность 14(12 и ее ранг равен 12 (см. выражение (8.38)). Матрица G1  может быть образована присоединением к матрице G пяти исключающих ограничений на параметры (17,..., (1,11. Ее размерность будет равна 14(17.

Имея девять неизвестных параметров, системы уравнений (8.39) и (8.45), которые могут быть использованы для оценки коэффициентов структурной формы первого уравнения модели (8.30), являются сверхопределенными. Они содержат по четыре “лишних” уравнения, поскольку условие единственности решения системы (8.39) выполняется, если ранг матрицы G равен 8, а число присоединенных ограничений в матрице G1  равно 1. 

В данном случае единственное решение этих систем может быть получено в результате наложения дополнительных ограничений на параметры приведенной формы модели (8.30). В частности, из пяти последних соотношений системы (8.42) вытекает, что такими ограничениями являются следующие равенства:
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(8.48)


являющиеся следствием очевидного условия
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(8.49)


Для примера 8.2 матрица G приведенной формы модели имеет следующий вид:

G =     
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11

12

13

20

21

22

23

1

0

0

0

0

1

0

0

0

0

1

0

0

0

0

1

g

g

g

g

g

g

g

g

   .


Ее размерность равна 6(4, ранг матрицы равен 4.

Количество неизвестных параметров в первом уравнении структурной формы системы (8.32) равно 5. Имеется ограничение на коэффициент (13, (13=0. Таким образом, для первого уравнения системы (8.32) выполняются условия идентифицируемости, поскольку ранг матрицы G–((G) равен 4. Аналогичный вывод следует из того, что число ограничений на его параметры равно количеству эндогенных переменных за вычетом единицы, 2–1=1. Значения параметров (10, (12, (11, (12 однозначно определяются из системы 

d 1(G=0.

при условии a11=1.

Вместе с тем, второе уравнение системы (8.32) является сверхидентифицируемым. При определении значений его параметров следует учитывать ограничения на коэффициенты (21  и (22 ((21=(22=0). В этом случае на основании матрицы G  можно сформировать матрицу G2 (индекс 2 в данном случае обозначает номер модели-строки, для которой формируется соответствующая матрица ограничений). Матрица G2  имеет следующий вид:

G2  =    
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Число учитываемых ограничений (дополнительных столбцов в матрице G2) превышает число эндогенных переменных на единицу. Следовательно, для идентифицируемости второго уравнения системы (8.32) необходимо вводить дополнительное ограничение на параметры структурной формы модели. Вид этих ограничений может быть получен исходя из анализа результатов произведения вектора d 2=((21, (22, (20, 0, 0, (23) на матрицу С. Несложно заметить, что это произведение представляется в следующем виде:
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Из полученной системы непосредственно следует, что ограничения на параметры приведенной формы имеют вид, аналогичный (8.48)
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Заметим также, что при решении системы d2(G =0 единственное решение при условии выполнимости указанных ограничений на параметры приведенной формы следует получать с учетом нормировки на коэффициент (22, приравнивая его к единице, т. е. (22 =1.

Для примера 8.3 матрица G приведенной формы модели имеет следующий вид:

G =    
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Ее размерность составляет 10(6, ранг равен 6.

Количество неизвестных параметров в первой модели структурной формы системы (8.34) равно 4. Следовательно, эта модель является сверхидентифицируемой. Аналогично можно показать, что сверхидентифируемыми являются и другие две модели системы.

Четвертое уравнение системы (8.34) по своему содержанию является ограничением. Его необходимо учитывать при формировании матриц G1, G2 и G3  в случае ее использования при идентификации первых трех моделей. Данное ограничение записывается вектором-столбцом следующего вида:

   g =   
[image: image95.wmf]-
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Таким образом, например, для первого уравнения системы (8.34) матрица G1 примет следующий вид:

  G1 =G     
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где первый присоединенный столбец определяет ограничение (12=0, второй – (13=0, третий (12 =0,... , предпоследний – (15 =0 и последний – ограничение, выражаемое четвертым уравнением системы (8.34).

Рассмотренный в данном разделе материал свидетельствует, что оценки параметров структурной формы системы взаимозависимых эконометрических моделей с использованием приведенной формы этой системы могут быть однозначно определены только в случае идентифицируемости каждого из ее уравнений. При этом, поскольку оценки параметров приведенной формы являются несмещенными, то можно ожидать, что и оценки параметров структурной формы будут обладать этим свойством. На практике оценкам структурной формы передается свойство состоятельности. Вместе с тем, условие идентифицируемости каждой из моделей, входящих в систему, выполняется при наличии вполне определенного количества ограничений, накладываемых на ее параметры. Это следует из того факта, что в общем случае число уравнений, на основе которых определяются значения этих параметров, меньше их количества. При этом, заметим, что для идентифицируемости всей системы моделей необходимо, чтобы число ограничений в каждой из них было одно и то же. Естественно, что столь жесткие требования на количество ограничений на практике удовлетворяются далеко не часто. Вследствие этого рассмотренный косвенный метод при оценке параметров структурной формы системы взаимозависимых эконометрических моделей нельзя считать универсальным.

В следующем разделе будут рассмотрены более общие подходы к решению проблемы получения таких оценок, которые не имеют столь жестких ограничений по своему применению.

8.4. Оценивание параметров структурной формы на основе  двухшагового МНК с использованием инструментальных переменных

Двухшаговый МНК является одним из наиболее “популярных” методов оценки параметров моделей структурной формы. Причем обычно он используется в случае изолированного рассмотрения каждой из моделей системы. Рассмотрим особенности применения этого метода на примере первого уравнения структурной формы (8.9), которое представим в целях сокращения обозначений в следующем виде:
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)


В матричной форме записи модель (8.49) для t=1,2,...,Т  может быть записана следующим образом:

 у1=Y1((1+X1((1+(1,                            (8.50)

где у1 – вектор значений зависимой в модели (8.49) переменной у1t, t=1,2,...,Т; 

Y1 – матрица значений эндогенных переменных системы моделей, входящих в модель (8.49) в качестве независимых переменных,


Y1  =       
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X1  – матрица значений экзогенных факторов первого уравнения системы, являющихся чисто независимыми переменными. Она формируется с учетом параметра (0 традиционным способом на основе значений экзогенных факторов, входящих в первое уравнение;

(1=((21,..., (m1) – вектор-столбец коэффициентов при эндогенных переменных уi , i=2,..., m;

(1=((01,..., 
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1

n

b

) – вектор-столбец коэффициентов при экзогенных переменных хj, j=0,..., n1.

Как и ранее, предполагается, что эндогенные переменные уi взаимосвязаны с ошибкой (i, а переменные хj  – нет. Вследствие наличия взаимосвязи независимых переменных и ошибки применение обычного МНК для определения параметров модели (8.50) дает смещенные оценки.

Основная идея использования двухшагового МНК для оценки коэффициентов модели (8.50) состоит в следующем.

1. На первом шаге конструируются новые значения зависимых переменных 

, таким образом, чтобы ряды уit   и 

были  в некотором смысле близки друг другу, но ряды 

 и ошибку (i  можно было бы считать независимыми,  i=2,..., m.

2. На втором шаге значения

 используются вместо значений уit при оценке коэффициентов модели (8.50) также с помощью обычного МНК. Иными словами, в этом случае матрицу  Y1  при  оценке  коэффициентов  предлагается  заменить  на матрицу  
[image: image100.wmf]1

Y

Ù

, которая имеет следующий вид:

Y1   =       
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При этом в литературных источниках при определении значений 

, i=2,..., m, обычно рекомендуется использовать соответствующие уравнения приведенной формы системы. В соответствии с этим данные значения определяются как расчетные значения зависимых переменных “классических” эконометрических моделей для моментов времени t=1,2,...,Т
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(8.51)

 

при иit(0 (в соответствии с традиционным свойством ошибки M[иit]=0), так что 
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2)


где, в свою очередь, оценки сij коэффициентов (ij  находятся опять же с помощью обычного МНК на основании известного выражения

сi  =(X((X)–1 (X((Yi ,                              (8.53)

где сi =(сi0 ,..., сik)(, Yi=(yi1,..., yiT)(, X – матрица значений независимых переменных, входящих в приведенную форму системы эконометрических уравнений. Ее размер равен Т((k+1), где k – общее число независимых переменных системы. В то же время в каждом из ее структурных уравнений количество переменных, рассматриваемых как независимые, может быть меньше, чем k. Таким образом, п( k. Заметим, что в качестве независимых переменных могут рассматриваться как чисто экзогенные факторы, так и эндогенные запаздывающие переменные, чьи значения уi,t-r   не могут быть связаны с ошибкой (it (из-за разницы во времени), где r – величина запаздывания (см. пример 8.3).

Несложно заметить, что переменные 

 являются некоторым вариантом инструментальных переменных, рассмотренных в разделе   3.3.  Вследствие этого многие проблемы оценивания параметров эконометрических моделей с использованием инструментальных переменных практически «автоматически» переносятся и на оценки коэффициентов структурной формы систем таких моделей. В частности, теория свидетельствует, что при выполнении обычных предположений относительно независимости  факторов и ошибки, гетероскедастичности и некоррелированности ошибки в пределе при Т((, и ряда других (см. главу 3), найденные с помощью подобной процедуры оценки коэффициентов, входящих в систему структурных уравнений (эконометрических моделей), являются состоятельными и что свойство состоятельности с точки зрения практики можно толковать как уменьшение смещения оценок с ростом числа наблюдений (длины рядов исходных данных). Более того, в этих условиях оценки имеют асимптотически нормальное распределение, что позволяет использовать при анализе качества построенных моделей параметрические критерии Стьюдента и Фишера.

Вместе с тем, в реальных эконометрических исследованиях, как правило, длина ряда исходных данных ограничена (т. е. зафиксирована конкретным значением Т). В такой ситуации уместен вопрос, начиная с какого количества наблюдений можно считать, что смещения оценок стали незначительными и их можно не принимать во внимание в дальнейшем анализе.

Ответа на этот вопрос теория не дает. Более того, результаты практических исследований часто свидетельствуют, что при относительно коротких временных рядах исходных данных смещенность оценок, полученных с помощью двухшагового МНК, может быть достаточно существенной, по крайней мере, сопоставимой со смещенностью оценок, полученных на основе обычного МНК.

Вместе с тем, свойство состоятельности оценок двухшагового МНК многими специалистами рассматривается как очевидное преимущество этого метода по сравнению с одношаговым МНК, и поэтому именно  процедуры двухшагового МНК обычно рекомендуются для построения структурных форм систем взаимозависимых эконометрических моделей в исследованиях реальных процессов.

Рассмотрим проблемы получения оценок коэффициентов уравнений структурной формы системы эконометрических моделей более подробно на примере модели (8.49).

Первый шаг.

На основании выражения
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Ù

1

=X((X((X)–1 (X((Y1 ,                              (8.54)

определяется матрица расчетных значений эндогенных переменных 


Выражение (8.54) учитывает, что уравнение (8.52), на основании которого рассчитываются значение переменной 

, в векторно-матричной форме принимает следующий вид:
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  = X(ci =X((X((X)–1 (X((уi ,

где  
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)( – вектор-столбец матрицы 
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, ci=(ci0, ci1,…, cik)( – вектор-столбец коэффициентов уравнения (8.52). В результате для i=2,..., m на основе значений 
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 формируется матрица 
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Второй шаг.
Заметим, что матрица значений независимых переменных структурной формы модели (8.49) может быть представлена в виде объединения матриц Y1  и  Х1, т. е. [Y1 Х1], а вектор    коэффициентов – в виде объединения векторов (1  и (1, т. е.

  (1     
      (1      .
На втором шаге матрица Y1  заменяется на матрицу 
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. Таким образом, оценки коэффициентов модели (8.49) согласно МНК определяются на основании следующего выражения:
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 Х1] ( ( y1,        (8.55)

где y1  – вектор-столбец наблюдаемых значений переменной y1, состоящей из  Т компонент;

  [
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 Х1] – матрица значений “независимых” переменных модели (8.49) размера Т((т+п).

      Матрица [
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  Х1]( равна матрице   Y1 (
                                                               Х1(   .

С учетом правил умножения матриц блочного типа окончательный вид выражения (8.55) может быть записан следующим образом:

                    a1                         
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( y1
                            =                                                                  (                    .     (8.56)
                     b1                       Х1(
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                Х1(Х1                          Х1( ( y1       
Заметим, что каждое расчетное значение эндогенной переменной на основании выражений (8.51) и (8.52) можно представить в следующем виде 

=уit –иit, где иit  – значение ошибки i-го уравнения приведенной формы в момент t, i=2,..., m. С использованием значений иit  сформируем матрицу U1  размера Т((т–1).  Поскольку ошибки иit   по предположению по своим свойствам близки к процессу “белого шума” (обычное предположение МНК), то можно ожидать, что временные ряды

 и иit, как и ряды хjt   и иit,   будут статистически независимыми. С учетом этого матрица U1  удовлетворяет следующему равенству:
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(U1 =0= Х1 ((U1 .                             (8.57)

Используя очевидные равенства 
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=Y1–U1 и Х1((U1=0=U1((Х1  и представление матрицы 
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 в форме (8.54), выражение (8.56) можно переписать в следующем виде:


a1            Y1(Х((Х((Х) -1(Х(Y1           Y1(Х1   –1         Y1(Х ((Х((Х) -1(Х((y1
      =                                                                                          (
b1                            Х1(Y1                               Х1(Х1                                Х1( ( y1                         .(8.58)

В выражении (8.58) учтено, что в соответствии с (8.57)
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 EMBED CorelEquation  [image: image125.wmf]Y
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=(Y1 –U1) 
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Х1=(Y1(–U1()Х1=Y1(Х1.

С учетом матрицы U1 выражение (8.50) можно записать в следующем виде:

                                                y1 = 
[image: image128.wmf]Y

Ù

1

( (1  + Х1( (1 +( (1 + U1( b1).                    (8.59)

В целях упрощения записи обозначим матрицу [
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Х1] через Z1, вектор (a1, b1)( – через d1. C учетом новых обозначений выражение (8.56) можно представить в традиционном виде:

d1 =(Z1((Z1)–1(Z1((y1

и ошибку этого вектора согласно выражениям (2.9), (8.50)  и (8.59) как

(d1 =(Z1((Z1)–1(Z1(( ((1 +U1(b1).                  (8.60)

Из условия (8.57) следует, что Z1((U1 =0. В силу этого выражение (8.60) приводится к следующему виду:

(d1 = (Z1((Z1)–1(Z1(( (1.                              

Таким образом, из выражения (8.60) следует, что вопросы определения факта смещения и его величины у оценок коэффициентов структурной формы каждого уравнения системы взаимозависимых эконометрических моделей сводятся к исследованию свойств произведения

                                                                                 Z1(( (1        =    
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 ( (1
                                                                           Х1(( (1  .                         (8.61)

В случае независимости (или отсутствия корреляции в пределе) у экзогенных переменных хjt, j=0,..., k; и ошибки (1t  можно ожидать, что M[(d1]=0 и оценки вектора d1, полученные из выражения (8.56), окажутся несмещенными (состоятельными). В самом деле, независимость хjt, j=0,..., п; п ( k, входящих в структурную форму, и ошибки (1t непосредственно влечет за собой равенство         M[Х1(((1]=0. 

В случае состоятельности в качестве исходной предпосылки  рассматривается равенство 



 Х1(( (1]=0.

Далее, поскольку матрица расчетных значений эндогенных переменных 
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  выражается через полную матрицу значений всех экзогенных переменных Х и матрицу оценок  коэффициентов приведенной формы cij, i=2,..., m; j=0,..., k, которую обозначим через С, согласно следующему выражению:  
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 = Х (С,                                      (8.62)

то произведение 
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( (1 можно представить в следующем виде: 
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 ( (1 = С(( Х(( (1  .                                      (8.62)

Заметим при этом, что из независимости переменных хп+1,..., хk  и ошибки (1  также должно следовать, что M[С((Х(((1]=С((M[Х(((1]=0. Однако этот теоретический вывод опровергается результатами практических исследований, которые свидетельствуют, что переход от фактических значений уit   к их расчетным значениям – инструментальным переменным 

 путем определения их значений с помощью выражения (8.52), не устраняет смещения в условиях малых выборок (при небольшом количестве измерений).

Вместе с тем, свойство состоятельности оценок коэффициентов структурной формы системы взаимозависимых эконометрических моделей при состоятельности оценок коэффициентов ее приведенной формы сохраняется.

На основании выражения (8.61) может быть получена оценка ковариационной матрицы параметров соответствующего уравнения структурной формы системы  эконометрических моделей. Напомним, что в соответствии с выражением (2.14) для первого уравнения эта матрица при отсутствии в ряду (1  автокорреляционных связей и наличии свойства гомоскедастичности имеет следующий вид:

Cov(d)=M[(Z1((Z1)–1(Z1(((1 ((1((Z1( (Z1((Z1)–1]=((2  ( (Z1((Z1)–1 =

                                                                                                                   
=((2  (     
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                                                  Х1( ( 
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       Х1( ( Х1               .                (8.64)

  Выражая значения элементов матрицы 
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 через значения экзогенных и эндогенных переменных структурной формы системы (см. выражение (8.58)), Cov(d) можно также представить в следующем виде:


Cov(d) =((2  (    Y1( ( Х((Х((Х) -1(Х( Y1           Y1( ( Х1        –1
                                        Х1( ( Y1                       Х1( ( Х1               .               (8.65)

Дисперсия ошибки ((2   оценивается согласно выражению      (2.19) следующим образом:

(e2  =( y1 – Y1 (a1  – Х1 (b1)( ( (y1 – Y1 (a1  – Х1 (b1)/(Т– т – п).        (8.66)

Матрица Cov(d), определенная на основании выражений (8.64) и (8.65) является состоятельной оценкой ковариационной матрицы параметров структурной формы системы взаимозависимых эконометрических моделей, в том смысле, что при достаточно большом количестве измерений Т вероятность значительного отклонения ее элементов от истинных значений стремится к нулю.

В заключение данного раздела приведем варианты уравнений отдельных моделей системы взаимозависимых моделей (8.34) (пример 8.3), полученные с использованием обычного и двухшагового МНК.

Уравнения получены для ФРГ с использованием исходных данных за период 1960-1977 гг.

Уравнение 1.

(1 МНК) у1t  = 23,10 + 0,31 у4t + 0,51 у1,t- 1 + (1t ;

(2 МНК) у1t  = 22,81 + 0,30 у4t + 0,53 у1,t- 1 + (1t  .

Уравнение 2.

(1 МНК) у2t  = 10,72 + 0,0004 у4t + 0,79 х2,t- 1 + (2t ;

(2 МНК) у2t  = –16,84 – 0,1392 у4t + 1,43 х2,t- 1 + (2t  .

Уравнение 3.

(1 МНК) у3t  = – 29,72 + 0,17 у4t + 0,63 у3,t- 1 + (3t ;

(2 МНК) у3t  = – 22,27 + 0,13 у4t + 0,71 у3,t- 1 + (3t  .

Представленные варианты уравнений свидетельствуют о различии (порой значительном, как в случае второй модели, описывающей динамику инвестиций) между значениями коэффициентов отдельных моделей системы (8.34), полученных на основе обычного и двухшагового МНК. При этом, вообще говоря, при использованном для построения этих моделей количестве измерений (Т=18) нельзя сказать, что результаты, полученные на основе двухшагового МНК лучше, чем аналогичные результаты, основанные на обычном МНК.

Первые и третьи пары уравнений свидетельствует о наличии различий в оценках их коэффициентов. Если ориентироваться на “теорию”, двухшагового МНК, то данные результаты можно интерпретировать как эмпирическое доказательство того, что этот метод действительно “корректирует” соответствующие оценки, полученные на основе обычного МНК. Однако остается вопрос: в какой степени смещение оценок устранено?  Достаточно ли для этого всего 18 измерений, когда теория утверждает, что его “полное” устранение имеет место при Т((? 

Вторая пара уравнений вообще свидетельствует о принципиальных различиях результатов, полученных с использованием обычного и двухшагового МНК. На это указывают изменения знаков коэффициентов при однотипных переменных. В частности, двухшаговый МНК дает основание считать, что с увеличением национального дохода происходит более значительное изменение структуры инвестиций в сторону увеличения доли частного капитала, по сравнению с результатами обычного МНК. Увеличение национального дохода ведет даже к снижению капитальных вложений в экономику. Иными словами, результаты, полученные на основе двухшагового МНК, заставляют переосмыслить экономические предпосылки модели (8.34).

Укажем еще на один вычислительный аспект, который может воспрепятствовать получению «хороших» оценок коэффициентов структурной формы системы эконометрических моделей с использованием двухшагового МНК и инструментальных переменных, значения которых определяются на основе приведенной формы. Обратим внимание на то, что согласно выражениям (8.52) и (8.54) значения  инструментальных  переменных  

, образующие  соответcтвующие столбцы матрицы 
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, определяются как линейные комбинации одного и того же множества переменных хjt, j=1,2,..., k, значения которых являются элементами матрицы Х2. 

В такой ситуации, во-первых, при совпадении тенденций хотя бы у двух эндогенных переменных уlt   и уrt,  значения которых образуют соответствующие столбцы матрицы Y1, возникает угроза линейной зависимости аналогичных столбцов 

матрицы 
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. Такая угроза особенно реальна, если число независимых переменных хj   невелико. Во-вторых, если количество экзогенных переменных в каком-либо уравнении системы приближается к общему числу таких переменных во всей системе и, таким образом, матрицы Х1  и Х2  совпадают  почти  или полностью, то можно ожидать, что зависимыми окажутся столбцы 
[image: image142.wmf]Y

Ù

1

 и Х1.

Вследствие этого, матрица

                                                              Y1(
[image: image143.wmf]Y

Ù

1

        Y1(Х1     
                                         Х1(
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из выражения (8.56) окажется плохо обратимой, что повлечет за собой снижение точности оценок коэффициентов структурной формы рассматриваемого уравнения системы эконометрических моделей.

На наш взгляд, избежать подобных трудностей можно путем формирования значений инструментальных переменных  

 не на основе приведенной формы системы эконометрических моделей, а другими альтернативными путями, способами. В самом деле, нашей целью является формирование ряда 

(в случае первого уравнения системы i=2,..., m), тенденции которого совпадают с тенденциями соответствующей экзогенной переменной уit, но при этом случайные флюктуации ряда уit, взаимосвязанные с ошибкой (it  не должны учитываться.

Этого следует добиваться без использования уравнений приведенной формы. Например, инструментальные переменные 

можно сформировать как линейные комбинации каких-либо факторов, не включенных в систему взаимозависимых эконометрических моделей, в частности, как функции времени. Иными словами, в этом случае для получения их значений следовало бы вместо уравнений (8.52) использовать зависимости типа:




Заслуживает внимания предложение использовать для этой же цели зависимости авторегрессионного типа




построить которые можно, предварительно приведя исходный ряд уit   к стационарному и после построения подходящей модели авторегрессии для стационарного процесса выполнив обратное преобразование (см. главу VI).

При таких способах построения инструментальных переменных будут обеспечены все условия реализации двухшагового МНК: ошибка (it  не будет  связана с эндогенными переменными 

 и столбцы матрицы 
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 окажутся менее зависимыми между собой и со столбцами матрицы Х1.

Существуют и другие подходы к формированию инструментальных переменных, реализация которых позволяет получить невырожденную матрицу значений факторов структурной формы уравнений, входящих в систему эконометрических моделей. Например, инструментальные переменные предлагается формировать на основе метода главных компонент, которые, в свою очередь, определяются на основании переменных, образующих матрицу Х2. Хотя и в этом случае, угроза необратимости матрицы остается.

Здесь следует иметь в виду, что разговор о преимуществах и недостатках одного метода оценивания коэффициентов структурной формы эконометрических моделей по сравнению с другим можно вести, лишь опираясь на статистику результатов использования этих методов при вполне определенных свойствах исследуемых процессов. На практике трудно подобрать достаточное количество реальных процессов, обладающих схожими свойствами, с тем, чтобы по результатам построенных для них моделей получить обоснованные выводы об эффективности каждого из методов. Вследствие этого для обоснования их эффективности часто используются результаты статистических экспериментов на основе метода Монте-Карло. Этот метод позволяет сформировать множество реализаций процесса, удовлетворяющего тем или иным статистическим свойствам (в нашем случае к ним относятся закон распределения ошибки, ее корреляция с переменными из правой части уравнений системы, корреляция ошибок различных уравнений и т. п.). Затем для таких реализаций с использованием того или иного метода строятся соответствующие модели, свойства оценок которых затем сопоставляются и между собой, и с предположениями, положенными в основу метода Монте-Карло.

Подобные эксперименты, проведенные в достаточном количестве, дают информацию об эффективности каждого из методов на основе сопоставления частот “положительных” и “отрицательных” результатов их использования при построении моделей. Конечно, такая информация не гарантирует эффективность использования метода в решении конкретной практической задачи. Но вместе с тем, общие выводы по результатам таких экспериментов представляются достаточно аргументироваными.

Результаты таких экспериментов свидетельствуют, что обычный МНК в случае конечных выборок дает большую величину смещения в оценках коэффициентов структурной формы отдельной эконометрической модели по сравнению с другими методами (двухшаговым МНК, ММП и некоторые другие). При этом с ростом объема выборки величина смещения и у обычного МНК также уменьшается. Отметим также, что в условиях мультиколлинеарности переменных правой части модели смещения оценок, полученных с помощью обычного МНК и других методов, являются сопоставимыми по величине. В целом же, у всех методов наблюдается отрицательная реакция смещения на эффект мультиколлинеарности данных, в том смысле, что с ростом степени мультиколлинеарности смещение оценок увеличивается. Однако у обычного МНК это увеличение происходит намного медленнее, чем у других методов.

Вместе с тем, результаты некоторых экспериментов также свидетельствуют, что обычный МНК по сравнению с альтернативными методами дает оценки, характеризующиеся меньшей дисперсией. Возможно, что этот эффект объясняется в ряде случаев коррелированностью ошибок различных моделей системы, которая при использовании двухшагового МНК и алгебраического метода,  основанного на построении превиденной формы системы, ведет к увеличению дисперсии оценок коэффициентов структурной формы моделей.

В таких случаях, когда имеет место (предполагается) корреляция между ошибками различных моделей, входящих в систему, предполагается, рекомендуется использовать трехшаговый МНК.

8.5. Оценки параметров системы взаимозависимых  эконометрических моделей с использованием  трехшагового МНК

Как было отмечено в предыдущем разделе, наличие корреляционных связей между ошибками различных эконометрических моделей, входящих во взаимозависимую систему, ведет к потере свойства эффективности оценок их коэффициентов. В такой ситуации теория рекомендует для получения этих оценок вместо двухшагового использовать трехшаговый МНК, который включает в себя дополнительный этап, связанный с применением обобщенного МНК при известной ковариационной матрице ошибок различных моделей. В результате трехшаговый МНК применяется как метод оценивания коэффициентов структурной формы всей системы моделей, а не отдельных ее уравнений.

Дадим достаточно схематичное изложение трехшагового МНК в общем виде.

Представим i-е структурное уравнение системы в виде, аналогичном (8.50), i=1,2,..., т:

уi=Yi((i+Xi((i +(i=Zi((i+(i,                          (8.70)

где, как и в разделе 8.4, Zi=[YiXi] –  матрица, сформированная на основе исходных значений эндогенных и экзогенных переменных  i-й модели;  (i=[(i(i](– вектор параметров i-й модели; (i    – вектор ошибки i-й модели.

Умножим левую и правую части выражения (8.70) слева на транспонированную матрицу значений всех экзогенных переменных X(. В результате получим модель следующего вида:

X((уi = X((Zi((i+X(((i .                         (8.71)

В выражении (8.71) вектор X((уi  рассматривается как вектор значений новой зависимой переменной, матрица X((Zi   – как матрица значений новых независимых факторов, а вектор X(((i  – как вектор значений новой ошибки. При этом ковариационная матрица этой ошибки определяется согласно следующему выражению:

Cov((i )= M[(i ,(i(]=M[X((( i(( i((X]=(ii2 (X((X,           (8.72)

где (ii2   – постоянная дисперсия ошибки i-го уравнения системы.

Поскольку (ii2(X((X((ii2(Е, т. е. ковариационная матрица ошибки имеет вид отличный от единичной матрицы, умноженной на постоянную дисперсию, то для получения эффективных оценок коэффициентов модели (8.71) необходимо использовать обобщенный МНК. Оценка di вектора коэффициентов (i  в этом случае определяется согласно следующему выражению:

di =[Zi((X(( X((X) –1X((Zi]–1( Zi((X((X((X)–1X((yi .            (8.73)

Заметим, что с учетом представления матрицы Zi  в виде [Yi Xi] и выражения (8.54) формула (8.73) тождественна выражению (8.58).

Применим преобразование (8.71) ко всей системе взаимозависимых уравнений, представленной в форме записи, аналогичной выражению (8.25). В результате получим следующую систему:

X(( y1                  X(( Z1                              0                                      (1                X(((1

X(( y2     =                             X(( Z2                                          (      (2         +   X(((2     .             (8.74)
   …           . . . . . . . . . . . . . . . . .                            …           …

X(( ym             0                      X(( Z m                     ( m          X(((2
Ковариационная матрица вектора ошибки системы (8.74) будет иметь следующий вид:


                 (11 (X((X     (12 (X((X   ...   (1m (X((X
Cov(() =  (21 (X((X     (22 (X((X   ...   (2m (X((X                          (8.75)

                   ......................................................

                 (m1 (X((X     (m 2 (X((X   ...  (mm (X((X            ,

где символом (ij   обозначена ковариация ошибок i-го и j-го уравнений системы. Иными словами,

(ij  = Cov((i ,( j  )= M[(i(  ((j  ] = 

 
Если из значений (ij   сформировать матрицу ( размера т(т, то выражение (8.75) можно представить как кронеккерово произведение матриц (  и X((X.

Cov((i )= ( ( X((X = (,                          (8.77)

где ( – символ кронеккерова произведения.

Согласно свойству кронеккерова произведения,

(–1= (–1 ( (X((X)–1.                            (8.78)

С учетом (8.78) оценку вектора коэффициентов всей системы взаимозависимых эконометрических моделей получим с использованием обобщенного МНК в следующем виде:


 d1                Z1((X     0                   X((Z1    0       –1     Z1((X     0              X((y1
d= … =           …              (  (–1(        …                     …          (( –1 (    …     .

 dm                    0     Zm((X                      0      X((Zm                0     Zm((X             X((ym

(8.79)

Таким образом, рассмотренная процедура оценки коэффициентов структурной формы всей системы взаимозависимых эконометрических моделей состоит из трех последовательных этапов, определяющих содержание трехшагового МНК.

Этап 1.

На этом этапе с использованием обычного МНК на основании приведенной формы определяются расчетные значения переменных  

, рассматриваемых в качестве независимых эндогенных переменных в каждом из уравнений системы, j=1,2,..., m; j(i, где    i – индекс уравнения системы.

Этап 2.

Как и в двухшаговом МНК, на этом этапе с использованием значений 

 определяются оценки коэффициентов структурной формы каждого из уравнений системы. Для этой цели используется выражение (8.73). Кроме того, на этом шаге определяются вектора ошибок каждого из уравнений системы иi=(иi1,..., иiТ)(, с использованием которых рассчитываются на основании формулы (8.76) оценки дисперсии каждого из уравнений (ii2 и их взаимные ковариации (ij   и в соответствии с выражением (8.75) формируется ковариационная матрица (.

Этап 3.

С помощью обобщенного МНК (выражение (8.79)) определяются “окончательные” оценки коэффициентов структурной формы всей системы взаимозависимых эконометрических моделей, которые теоретически при наличии корреляции между ошибками различных уравнений являются “более эффективными” по сравнению с аналогичными оценками двухшагового МНК.

Если ошибки уравнений системы не коррелируют между собой, т. е. (ij=0, i(j, то трехшаговый МНК не имеет преимуществ перед двухшаговым. При применении трехшагового МНК необходимо соблюдать некоторые дополнительные правила, что делает его процедуру менее универсальной по сравнению с двухшаговой. Они состоят в следующем:

1. Процедура выполняется только для идентифицируемых и сверхидентифицируемых уравнений системы. Тождества и неидентифицируемые уравнения в ней не участвуют.

2. Процедуру желательно выполнять для групп идентифицируемых и неидентифицируемых уравнений раздельно. При этом, если в соответствующую группу входит только одно сверхидентифицируемое уравнение, то трехшаговая процедура для него превращается в двухшаговую.

Наряду с рассмотренными в данном разделе методами существуют и некоторые другие, позволяющие получить «приемлемые по качеству» оценки коэффициентов структурной формы системы взаимозависимых эконометрических моделей. Так, например, эти оценки для отдельных моделей можно найти с помощью метода наименьшего дисперсионного отношения, в свою очередь, базирующегося на методе максимального правдоподобия с ограниченной информацией, использующего, кроме обычных предположений о нормальности распределения и независимости ошибок структурного уравнения, также дополнительное предположение о ранге матрицы значений независимых переменных приведенной формы. Оценить коэффициенты структурной формы всей системы эконометрических моделей можно и на основе метода максимального правдоподобия с полной информацией. 

Однако перечисленные методы гораздо более трудоемки по сравнению с двухшаговым и трехшаговым МНК , и, что самое главное, они не дают никаких преимуществ перед последними с точки зрения качества полученных оценок. Вследствие этого, в большинстве эконометрических исследований, проводимых на основе систем взаимозависимых уравнений, для оценки их коэффициентов рекомендуется использовать именно двухшаговый и трехшаговый МНК.

Вопросы к главе VIII 

1.
Перечислите основные предпосылки систем взаимозависимых переменных. 

2.
Чем обусловлена смещенность оценок коэффициентов уравнений, полученных с использованием МНК?

3.
Что представляют собой структурная и приведенная формы модели?

4.
Как проводится оценивание коэффициентов с использованием ограничений на структурные параметры?

5.
Что представляют собой порядковое и ранговое условия идентифицируемости уравнений структурной формы?

6.
Что представляют собой рекурсивные системы моделей?

 7.
В чем состоит суть двухшагового и трехшагового МНК, используемых для оценки коэффициентов системы взаимозависимых уравнений?

Упражнения к главе VIII
Задание 8.1

Имеется следующая модель:
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где pt  – логарифм цены; wt  – логарифм почасовой оплаты, lt – логарифм себестоимости; qt – логарифм объема производства и bt – логарифм  количества рабочих часов в неделю в период t.

Требуется:

1.
Представить модель в матричной форме записи.

2.
Определить ранговые условия идентифицируемости уравнений для pt  и wt.

Задание 8.2

Имеется следующая макроэкономическая модель:
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где Сt  – потребление; It  – инвестиции, Gt – государственные расходы; Yt – валовой национальный продукт в период t.

Требуется:

1.
Определить типы уравнений и типы переменных, входящих в модель (8.4)–(8.6).

2.
Представить структурные уравнения в матричной форме.

3.
Построить соответствующую прогнозную форму.

4.
Определить метод оценки параметров прогнозной формы.

5.
Проверить идентифицируемость уравнений структурной формы модели.

Задание 8.3.

Имеется следующая система взаимозависимых уравнений:


[image: image150.wmf]11

1

12

2

11

1

13

3

1

g

g

b

b

e

t

t

t

t

t

y

y

x

x

+

+

+

=

;



[image: image151.wmf]21

1

2

23

3

22

2

14

4

2

g

g

b

b

e

t

t

t

t

t

t

y

y

y

x

x

+

+

+

+

=

 

;



[image: image152.wmf]31

1

2

32

3

32

2

33

3

14

4

3

g

g

b

b

b

e

t

t

t

t

t

t

t

y

y

y

x

x

x

+

+

+

+

+

=

      

.


Требуется:

1.
 Проверить идентифицируемость уравнений системы.

2.
Выяснить идентифицируемость, если на параметры наложены следующие ограничения: 

а) (11=0;

б) (21=0.

Задание 8.4

Имеется следующая макроэкономическая модель:
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Требуется описать процедуру оценивания уравнений по двухшаговому МНК.

Задание 8.5

Имеется следующая макроэкономическая модель:
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Требуется:

1.
Написать модель в матричном виде и найти соответствующую прогнозную форму.

2.
Определить число ограничений, наложенных на коэффициенты прогнозной формы.

3.
Показать, что при заданных значениях коэффициентов прогнозной формы можно однозначно определить коэффициенты структурной формы.

ГЛАВА IX. ЭКОНОМЕТРИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ С ПЕРЕМЕННОЙ СТРУКТУРОЙ

9.1. Причины изменчивости структуры модели

В предыдущих разделах учебника рассматривались эконометрические модели, значения коэффициентов которых предполагались постоянными на всем рассматриваемом временном интервале t=1,2,..., Т. Для моделей, построенных на основе статической информации, это предположение означает неизменность значений коэффициентов модели на всей ранжированной совокупности объектов.

Данное предположение означает так же равенство в статистическом смысле значений оценок коэффициентов модели, полученных на различных массивах исходной информации. Иными словами, оценки коэффициентов линейной модели (1.2) a0, a1,..., an, определенные, например, по исходным данным соответствующим первым Т1 измерениям, не будут существенно отличаться от оценок, полученных на основе последующих   Т–Т1  измерений рассматриваемых переменных. В этом смысле, оценки коэффициентов модели, полученные на основе всей информации, т. е. по Т измерениям переменных, можно рассматривать как усредненные значения оценок, полученные по всем возможным подмножествам этих измерений.

Эконометрические модели с постоянными значениями своих коэффициентов на рассматриваемом множестве исходных данных часто называют эконометрическими моделями с постоянной структурой. Они отражают предположение о неизменности (постоянстве) характера взаимосвязей, сложившихся между рассматриваемой совокупностью независимых переменных хi, i=1, 2,..., п и зависимой переменной у. Эти взаимосвязи не подвержены влиянию ни изменений масштабов этих переменных, ни времени, ни каких-либо другие, внешних по отношению к рассматриваемой модели условий, факторов. Вследствие этого количественные характеристики оценок коэффициентов модели с постоянной структурой a0, a1,..., an  одинаково точно отражают взаимосвязи между значением независимой переменной уt  и соответствующими ему значениями факторов хit, i=1, 2,..., п; во все периоды (моменты) времени t=1, 2,..., Т, с поправкой на случайную ошибку (t. Это обстоятельство, в свою очередь, учитывается и при построении модели в виде условия “равноправия” всех элементов вектора у и  строк матрицы Х при определении значений ее коэффициентов*.

Вместе с тем, результаты анализа развития многих реальных социально-экономических процессов свидетельствуют, что со временем, вследствие изменения условий, под влиянием вновь появившихся неформализуемых факторов, характер взаимосвязей между ними меняется. Иногда подобные изменения связываются с законом перехода количества в качество, проявляющимся в том, что, например, с ростом масштабов явлений модифицируются взаимосвязи между ними. Во всех этих случаях взаимосвязи между количественными характеристиками процессов и явлений, относящимися к различным частя временного периода, могут соответствовать и разным модификациям эконометрической модели, отличающимся значениями их коэффициентов. В такой ситуации модель с постоянной структурой, построенная на основе информации для всего периода, может оказаться недостаточно точной и малопригодной для объяснения закономерностей рассматриваемых процессов.

В связи с этим возникает вопрос о возможности учета изменений значений коэффициентов в рамках одной эконометрической модели. В отличие от моделей с постоянной структурой эконометрические модели с меняющимися значениями коэффициентов называют моделями с переменной структурой.

Специалисты отмечают, что эконометрические модели с переменной структурой могут оказаться достаточно эффективными при изучении динамики уровня жизни, спроса населения и других социальных процессов при достаточно быстрых изменениях доходов, движении цен, инфляции, появлении новых товаров на рынке, исследованиях динамики структуры и темпов роста экономики в связи с научно-техническим прогрессом, рынка ценных бумаг, а также ряда других процессов в условиях переходной экономики. Модели с постоянной структурой в таких условиях в лучшем случае отобразят некоторые “усредненные” за весь рассматриваемый период взаимосвязи между процессами, которые, по всей видимости, окажутся несоответствующими их закономерностям на его последней стадии. Вследствие этого, использование таких моделей в решении плановых и прогнозных задач может привести к существенным ошибкам, избежать которых было бы возможным, опираясь на модели с переменной структурой.

Изменчивость структуры эконометрической модели может быть вызвана также и некоторыми “техническими” причинами, связанными с особенностью ее построения на этапах выбора состава входящих в нее переменных, форм зависимостей между ними и т. п. В таких случаях модели с переменной структурой за счет использования меняющихся оценок их коэффициентов, адаптированных к изменениям рассматриваемых процессов, способны уменьшить ошибки спецификации по сравнению с моделями с постоянной структурой. В общем случае можно выделить следующие причины, вызванные неточной спецификацией эконометрической модели, которые обусловливают преимущества использования переменной ее структуры по сравнению с постоянной. Это:

– невключение по разным причинам в уравнение модели существенных факторов (из-за слабости ее содержательного обоснования, отсутствия исходных данных и т. д.);

– использование в качестве исходных данных значений процессов, не совсем точно выражающих рассматриваемые явления;

– неправильно выбранная функциональная форма модели;

– использование сложных по своей внутренней структуре переменных, являющихся комбинациями некоторых других факторов.

На практике установить закономерности изменчивости каждого из коэффициентов эконометрической модели априорно, как правило, не представляется возможным. Вследствие этого, построение модели с переменной структурой рассматривается как одно из направлений совершенствования модели с постоянной структурой, позволяющее обеспечить более точную аппроксимацию исследуемых процессов и, возможно, дать более обоснованное содержательное объяснение закономерностей их развития. Таким образом, построению эконометрической модели с переменной структурой обычно предшествуют этапы построения соответствующей ей модели с постоянной структурой и проверки целесообразности ее дальнейшей модификации. Такая проверка может быть осуществлена с использованием специальных тестов, направленных на выявление закономерностей в изменениях оценок коэффициентов эконометрической модели. Вместе с тем, здесь следует иметь в виду, что эти закономерности могут достаточно существенно различаться по своему характеру.

Например, изменения коэффициентов модели могут быть скачкообразными. В этом случае предполагается, что на последовательных интервалах времени (1, Т1), (Т1, Т2),..., (Тk, Т) переменная уt  связана с независимыми факторами х1t,..., хпt  линейными зависимостями, различающимися между собой по величине коэффициентов. Причем изменения их значений, происходят скачком в точках пересечения (или пограничных точках) рассматриваемых интервалов.

Эконометрические модели с таким характером изменения коэффициентов часто называют моделями с переключениями. Они обычно используются с целью аппроксимации сложных (может быть неизвестных) зависимостей у=f(х1,..., хп) последовательностью линейных функций путем их сшивания в определенных точках. Такую последовательность линейных аппроксимирующих эконометрических моделей называют сплайн-функцией.

Изменения коэффициентов могут иметь и эволюционный характер, обусловленный, например, постоянными, но не слишком сильными переменами во внешней по отношению к рассматриваемым в модели процессам среде. В таком случае часто значения коэффициентов “привязываются” к каким-либо внешним по отношению к модели факторам, отражающим эволюцию силы влияния независимой переменной хit  на зависимую переменную уt  в разные моменты времени t=1, 2,..., Т; i=1, 2,..., п.

В литературе рассматриваются и более сложные закономерности в изменениях коэффициентов эконометрических моделей, например, отвечающие рассмотренным в главе VII гипотезам их случайного блуждания, соответствующие тому или иному классу случайных процессов.

Установить сам факт существования изменчивости коэффициентов эконометрической модели и может быть ее характер возможно на основе специальных тестов-критериев, наиболее распространенные из которых рассматриваются в следующем параграфе.

9.2. Тестирование изменчивости структуры эконометрической модели

Основная идея тестирования изменчивости коэффициентов эконометрической модели, имеющей систематический характер, состоит в проверке свойства случайности кумулятивной суммы ее ошибок при увеличении объема выборки (длины временного ряда) рассматриваемых переменных. В этом случае предполагается, что оценки коэффициентов линейной эконометрической модели, полученные по первым наблюдениям, в случае постоянства ее структуры, являются “достаточно хорошим” приближением для аналогичных оценок, полученных по следующим Т–k  наблюдениям, в том смысле, что прогнозные значения ошибок* 



 EMBED CorelEquation  
 

, определенных на основании “предшествующих” оценок коэффициентов, по своим свойствам не отличаются от значений аналогичных ошибок ek+1, ek+2,..., eT,  определенных с использованием оценок коэффициентов, рассчитанных по всему объему выборки. Иными словами, если структура модели является постоянной, то прогнозные значения ошибок 
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 также должны быть независимыми с нулевым математическим ожиданием (M[(k+j]=0, j=1,2,...) и конечной дисперсией.

В этом случае можно ожидать, что их накопленная сумма 




окажется близкой к нулю, а сумма их квадратов (или их дисперсия, среднеквадратическое отклонение)
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по своей величине не будут значительно отличаться от аналогичных показателей, рассчитанных по первым k наблюдениям.

В данной ситуации целесообразно рассматривать именно кумулятивную сумму прогнозных ошибок (сумму ее квадратов и т. д.), так как именно эти характеристики являются достаточно чувствительными к возможным изменениям коэффициентов модели, поскольку они обладают способностью накапливать систематическую составляющую ошибки, обусловленную этими изменениями.

Если даже с ростом объема выборки рассматриваемые свойства прогнозных ошибок не подтверждаются (их кумулятивная сумма, сумма квадратов и т. п. увеличиваются), то данный факт может служить свидетельством систематической изменчивости коэффициентов эконометрической модели. 

На практике вместо самих прогнозных значений ошибки 

, t=k+1, k+2,..., T,  обычно рассматривают их стандартизованные значения wt, оцененные с использованием рекуррентной процедуры (4.1)–(4.14)* (см. раздел  4.1).




где, напоминаем, Ft–1=(X(t–1(Xt–1)–1; Xt–1  – матрица первых t–1 значений независимых переменных размера (t–1)((п+1); хt  – t-я строка значений независимых переменных в полной матрице X; at–1 – вектор оценок  п+1 коэффициентов эконометрической модели, определенных по наблюдениям t–1.

Таким образом, числитель в выражении (9.3) представляет собой прогноз ошибки модели в момент t, коэффициенты которой определены по предшествующим t–1 наблюдениям, т. е. прогноз ошибки на одно наблюдение вперед:




а знаменатель этого выражения представляет собой стандартизующий эту ошибку коэффициент.

Можно показать, что при постоянной структуре модели значения wt, t=k+1,..., T независимы и одинаково распределены по нормальному закону с нулевым средним и конечной дисперсией (2, N((0, (2). В этом случае сумма их (r–n–1) значений, обозначаемая как Wr, определяемая следующим образом:
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    (9.5)


представляет собой сумму (r–n–1) независимых случайных величин, распределенных по стандартизованному нормальному закону N(0,1), где




– оценка дисперсии модели.

С учетом этого несложно показать, что wr  также распределено по нормальному закону со следующими характеристиками:
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s


Напоминаем, что п+1 количество параметров модели.

С учетом (9.7) можно сформировать доверительные интервалы для последовательности случайных кумулятивных величин Wr. Поскольку каждая из них для r(п+1 имеет среднеквадратическое отклонение 
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, то вся их совокупность в случае модели с постоянной структурой должна находиться в секторе, заключенном между кривыми 

и 

, где  

 – табличная константа, определяемая для стандартизованного нормального закона величиной доверительной вероятности p*. Напомним, что для p*=0,95, 

=1,96 (см. рис. 9.1).

               Wr


                                  

                              п+1     п+2    п+3                                         t
Рис.9.1. Доверительный интервал для кумулятивной суммы 

стандартизованных ошибок модели
Таким образом, для любого r для эконометрической модели с постоянной структурой с п независимыми переменными имеет место следующее вероятностное условие, определяющее границы нахождения кумулятивной суммы Wr:
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Выход значений Wr, r=k+1, k+2,..., Т за границы, определенные в выражении (9.8), является свидетельством того, что оценки коэффициентов эконометрической модели при увеличении количества исходной информации характеризуются систематическими изменениями.

Наряду с критерием кумулятивной суммы ошибок (прогнозных ошибок) для выявления факта систематической изменчивости коэффициентов модели может использоваться также критерий кумулятивной суммы квадратов ошибок. При этом последний критерий позволяет установить также и факт случайных изменений оценок параметров. Расчетное значение этого критерия представляет собой следующее отношение:




При этом можно показать, что величины sr2 и sT2 связаны следующим рекуррентным соотношением, которое можно использовать при расчете числителя отношения (9.9):




В самом деле, поскольку оценки коэффициентов модели, определенные по r–1 и r измерениям, удовлетворяют равенству:




то связь между соответствующими значениями sr–12  и sr2 может быть представлена в следующем виде:










Далее, выражая в последнем слагаемом правой части этого равенства матрицу Fr  через матрицу Fr–1 (см. выражение (4.5)):
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после несложных преобразований с учетом (9.3) непосредственно получаем равенство (9.10).

Из (9.10) непосредственно вытекает, что значение показателя (r  из (9.9) определяется следующим соотношением:

0((r (1.                                     (9.11)

При этом для моделей с постоянной структурой можно показать, что случайная величина (r   имеет бета-распределение со средним значением




и ее доверительный интервал при заданном уровне доверительной вероятности p* находится между прямыми, определяемыми уравнениями




где с0 – константа, зависящая от уровня доверительной вероятности p**.

Таким образом, нахождение показателя (r  при r=п+2, п+3,...,  Т–1  в границах, определенных выражением (9.13), является свидетельством постоянства структуры эконометрической модели. В противном случае можно утверждать, что оценки е параметров с ростом объема выборки меняются. При этом изменения могут иметь как систематический, так и случайный характер. Заметим здесь, что в отличие от нормированных ошибок wt, именно их квадраты (wt2) чувствительны к случайным изменениям оценок параметров.

При большом числе измерений Т (объеме выборки исходных данных) для проверки гипотезы о постоянстве структуры эконометрической модели можно использовать так называемый критерий гомогенности остатков, который является “мерой” равномерности распределения квадрата ошибки на отдельных участках рассматриваемого интервала времени (1,Т). 

Значительный разброс этого показателя свидетельствует об изменчивости оценок коэффициентов модели.

Расчетное значение этого критерия формируется следующим образом. На интервале (1,Т) по имеющимся исходным данным строится эконометрическая модель и определяется сумма квадратов значений ее фактической ошибки s2(1,Т). Далее рассматриваемый интервал разбивается на  k частей (желательно равных для целей упрощения выкладок) (1, Т1), (Т1+1, Т2),...., (Тk–1, Т). На каждом из этих подинтервалов для построенной эконометрической модели рассчитывается соответствующая сумма квадратов ошибок sj2, j=1,..., k.

Известно, что значения s2(1,Т) и sj2, j=1,..., k связаны между собой согласно формуле представления общей дисперсии в виде суммы межгрупповой и внутригрупповой дисперсий. При этом отношение среднего квадрата отклонений между группами к среднему квадрату внутригрупповых отклонений в случае постоянства структуры эконометрической модели распределено по закону Фишера с (k–1)((n+1) и [T–k((n+1)] степенями свободы.

Таким образом, для проверки гипотезы о постоянстве структуры модели на основе критерия гомогенности остатков необходимо рассчитать следующее дисперсионное отношение:




и сравнить его с табличным значением критерия Фишера   F*((1, (2), выбранным по заданному уровню доверительной вероятности p* и числах степеней свободы (1=(k–1)((n+1) и   (2=[T–k((n+1)].

Гипотеза о постоянстве структуры эконометрической модели может быть принята с вероятностью p*, если будет выполнено следующее соотношение:

F( F*((1, (2).

В противном случае структура модели может рассматриваться как переменная.

Несложно заметить, что критерий гомогенности остатков в большей степени подходит для выявления случайных изменений в оценках параметров эконометрической модели, поскольку его величина непосредственно не указывает на наличие каких-либо тенденций в изменениях ошибки на отдельных частях интервала (1, Т).

В некоторых случаях изменение структуры эконометрической модели может иметь вид скачкообразного переключения значений оценок ее параметров с одного режима на другой (скачкообразной смены значений оценок). Скачок в значениях оценок параметров обычно привязывается к какому-либо моменту  времени Т1, находящемуся на интервале (1,Т). Для статической совокупности исходных данных такой скачок может быть привязан к некоторому рубежному значению какой-либо из переменных (например, зависимой переменной уt).

В случае одного скачка эконометрическая модель, описывающая рассматриваемые процессы, как бы подразделяется на две модификации. Первая из них “работает” на интервале (1, Т1), а вторая – на интервале (Т1+1, Т). Таким образом, критерии скачка в данном случае должны достаточно четко указывать на наличие или отсутствие момента Т1, до которого целесообразно ( в случае его наличия) использовать первую модификацию модели:




а после него – ее вторую модификацию:




При этом обычно предполагается, что ошибки (t(1) и (t(2) распределены по нормальному закону с нулевым средним и дисперсиями (12 и (22 соответственно, (t(1)(N(0, (12), (t(2)(N(0, (22) и некоррелированы, Cov(((i))=(i2(E, i=1,2.

В случае необнаружения (отсутствия) такого момента критерий должен указывать на целесообразность использования единой эконометрической модели на всем рассматриваемом интервале (1,Т)




что эквивалентно равенству всех аналогичных коэффициентов в выражениях (9.15)–(9.17), (i(1)=(i(2), i=0,1,..., n, и равенству дисперсий (2=(12=(22.

При наличии нескольких скачков в параметрах эконометрической модели, например, в точках Т1, Т2,..., Тk  для описания рассматриваемых процессов необходимо использовать и соответствующее количество ее модификаций (по одной в каждой части интервала (1, Т)). Возможность построения модификации модели на каждой из частей интервала (1,Т) непосредственно указывает, что его продолжительность (объем выборки исходной информации) должна быть достаточно велика.

Рассмотрим основные идеи формирования критериев скачка в оценках параметров эконометрической модели, не привязываясь к конкретному моменту времени Т1. Предположим, что на интервале (1, Т1), где Т1  произвольный момент, была построена эконометрическая модель (9.15), т. е. были оценены ее коэффициенты и определены параметры распределения фактической ошибки et. Затем массив исходной информации был увеличен на t0 наблюдений. В связи с этим возникает вопрос: соответствует ли построенная модель вновь появившимся исходным данным или нет? В предельном случае t0=1, и тогда при отрицательном ответе на поставленный вопрос момент времени Т1+1 можно рассматривать как момент скачка ( переключения модели с одного режима на другой).

Для интервала (1,Т1) на основании МНК получим выражение вектора оценок коэффициентов модели (9.15) как многомерной случайной величины в следующем виде:



(1+

e1=(1+u1,    (9.18)

где индекс (1) относится к значениям переменных, определенных на интервале (1, Т1) и u1=

e1 –  вектор ошибки оценок параметров модели (9.15) (1.

Предположим, что на следующих t0 наблюдениях целесообразно использовать модель (9.16) с оценками, выражаемыми вектором (2 и ошибкой e2.

Определим ошибку прогнозов известных значений уt, t=Т1+1,..., Т1+t0, зафиксированных на втором интервале, полученных с использованием модели (9.15) первого интервала. Вектор этих ошибок может быть представлен в следующем виде:



(2 – X2((1+e2 –X2(

e1.    (9.20)

Вектор 

 состоит из t0 компонент и его математическое ожидание равно



X2((2 – X2((1 = X2(((2 –(1).                (9.20)

В предположении о независимости ошибок (1  и (2  моделей (9.15) и (9.16) ковариационная матрица вектора 

 будет иметь следующий вид:

Cov(

)=Cov((2)+ Cov[X2(

(1]=

=(22(E+ X2(

 Cov((1) ( X1(


=(22(E+ (12(X2 (


Заметим, что в случае, когда дисперсии ошибок  (12 и (22  совпадают, выражение (9.21) имеет следующий вид:

Cov(

)=(2((E+ X2 (


В случае, когда t0=1, т. е. прогноз делается только на один шаг, матрица значений независимых факторов X2  трансформируется в вектор-строку, а ковариационная матрица Cov(

) преобразуется  в дисперсию прогнозного значения 

. Выражение для оценки этой дисперсии примет следующий вид:

D(

)=(2([1+ X2 (


В случае отсутствия скачка в оценках параметров эконометрической модели в точке Т1+1 имеем (1=(2. Тогда из (9.20) непосредственно вытекает, что M[

]=0, а конкретное значение 

, оцененное по левой части формулы (9.19), можно рассматривать как оценку случайной величины 

, дисперсия которой определена выражением (9.22). В этом случае отношение




распределено по закону Фишера со степенями свободы (1=1 и (2=Т1–п–1. 

Таким образом, гипотезу о наличие скачка в оценках параметров эконометрической модели в точке Т1+1 следует отклонить с вероятностью p*, если F(F*((1, (2). Вместе с тем, очевидно, что вывод о наличии скачка в оценках параметров модели по одному значению зависимой переменной и строке матрицы значений независимых факторов не является достоверным. Критерий (9.24) может скорее предупредить о возможности такого скачка в какой-либо точке, а его проявление должно быть подтверждено критериями, использующими информацию, соответствующую некоторой последовательности точек, образующих следующий  за Т1 временной интервал. Такие критерии можно разделить на две группы. Критерии первой группы не требуют построения следующей (очередной) модификации эконометрической модели на дополнительном временном интервале, критерии второй группы предполагают необходимость построения дополнительной модификации этой модели.

Критерии первой группы развивают изложенную выше идею формирования критерия скачка на случай нескольких точек, следующих за “рубежной” точкой Т1.  Рассмотрим основной подход к их формированию более подробно, но без использования громоздких выкладок.

Предположим, что за последней точкой Т1 интервала, на котором “работает” первая модификация эконометрической модели, определенная выражением (9.15) следует t0 точек. Согласно выражению (9.19) определим на каждой из них компоненты вектора w  как




На основании найденных значений wt  с использованием ковариационной матрицы Cov(w), определенной выражением (9.22), сформируем квадратическую форму следующего вида:



Cov-1(w)( w.                         (9.26)

В отсутствие скачка в оценках параметров эконометрической модели эта квадратическая форма будет распределена по центральному закону (2(t0) (вследствие свойства M[w]=0), а в случае такого скачка –  по нецентральному (2(t0). Далее заметим, что в отношении выборочной дисперсии справедливо следующее соотношение 

 где s2 – выборочная дисперсия; ( 2 – дисперсия генеральной совокупности; (2(() – случайная величина, распределенная по закону Пирсона с числом степеней свободы (. Кроме того, отношение двух выборочных дисперсий из одной генеральной совокупности распределено по закону Фишера с (1 и (2 степенями свободы, т. е. F((1,(2)=s12/ s22=

 В этом случае, полагая, что первая выборочная дисперсия модели определена на основании значений wt  на интервале (Т1+1, t0), а вторая – на основании фактических значений ошибки модели на интервале (1, Т1), с учетом соотношения (9.22) можем записать:










где 

 – сумма квадратов фактических значений ошибки модели на интервале (1, Т1); ( 2 –  математическое ожидание дисперсии ошибки модели. Таким образом, отношение взвешенных сумм квадратов значений ошибки модели на интервале (Т1+1, t0) – прогнозной ошибки и на интервале (1, Т1) – фактической ошибки распределено по закону Фишера со степенями свободы (1=t0 и (2=Т1–п–1. Далее, как и в случае единственной дополнительной к интервалу (1, Т1) точке, гипотеза об отсутствии скачка в оценках параметров эконометрической модели на интервале (Т1+1, t0) принимается с вероятностью p*, если выполняется соотношение F(F*((1, (2), где (1=t0,(2=Т1–п–1.

К критериям второй группы относится известный критерий Чоу. Согласно ему на интервалах (1, Т1), (Т1+1, t0) строятся первая и вторая модификации эконометрической модели, а на объединенном интервале (1, t0) – обобщающая (единая для двух интервалов) модель. Для каждого из вариантов модели определяются вектора ошибок (1, (2 и ( – соответственно.

Расчетное значение критерия Чоу определяется по следующей формуле:







При этом значения критерия Чоу распределены по закону Фишера с п–1 и T1+t0–2n–2  степенями свободы. Поэтому гипотеза об отсутствии скачка в оценках параметров эконометрической модели в точке T1+1 принимается с вероятностью p*, если выполняется соотношение F(F*(п–1, T1+ t0–2n–2).

Если t0 недостаточно велико для оценки параметров второй модификации эконометрической модели на участке (T1+1, t0), то расчетное значение критерия Чоу определяется только с учетом ошибок первой модификации согласно следующему выражению:




В данном случае значение F распределено по закону Фишера с t0 и T1–n–1 степенями свободы.

На практике обычно точка скачка T1+1 является неизвестной. Однако, сопоставляя графики процессов уt, хit, i=1,..., п; иногда удается приблизительно установить область ее нахождения на оси времени. В этом случае для определения точного местонахождения скачка рекомендуется определить расчетное значение используемого критерия в каждой точке этой области. Наилучшему решению соответствует максимальное значение критерия. 

Для этих же целей может быть использован критерий логарифма отношений максимальных правдоподобий, рассчитываемый по следующей формуле:




где L(H0) – функция максимального правдоподобия, определенная на объединенном интервале (1, t0) для обобщенной эконометрической модели; L(H1) – функция максимального правдоподобия, определенная в предположении, что на интервале (1, T1) “работает” первая модификация этой модели, а на интервале (T1+1, t0) – вторая.

Можно показать, что на практике значение 

 рассчитывается согласно следующей формулы:




где (1 и (2  – среднеквадратические отклонения первой и второй модификаций эконометрической модели, а (  – обобщенной модели в целом.

Точке скачка оценок параметров эконометрической модели соответствует максимальное значение 

 среди всех аналогичных значений, рассчитанных для рассматриваемой области его возможного местонахождения.

9.3. Эконометрические модели с переключениями

Эконометрические модели линейного типа с переключениями, т. е. со скачкообразными изменениями коэффициентов в точках t1, t2,... tп–1 временного интервала (1, Т) в зависимости от их модификаций называют также линейными, сплайн-моделями или кусочно-линейной регрессией. Они обычно используются для аппроксимации на отдельных временных интервалах сложных нелинейных зависимостей линейными уравнениями, построенными как эконометрические модели независимо друг от друга на каждом из участков (сегментов) рассматриваемого временного интервала  (1, Т) (tj–1, tj), j=1,2,...,  n, t0=1, tп–=Т. 

Заметим при этом, что для этих же целей могут быть использованы также эконометрические модели с переключениями полиномиального вида.

Основное различие между линейной сплайн-моделью и кусочно-линейной регрессией состоит в разных способах использования точек пересечения интервалов tj, j=1,2,...,  n–1. При построении сплайн-модели предполагается, что в этих точках модели двух соседних периодов как бы пересекаются. Такие точки называют в этом случае узлами. В кусочно-линейных моделях такое пересечение моделей не предполагается. В результате расчетные значения 

 и 

, определенные в точке tj   на основании моделей j–1-го интервала и j-го интервала соответственно могут не совпасть. Иными словами, в момент tj наблюдается скачкообразное изменение значения 

 (см. рис. 9.2).

Заметим, что в этом случае граничные точки tj, j=1,2,...,      r–1 могут принадлежать и только одному из сегментов, например, предыдущему, т. е. соседние сегменты могут и не иметь общих точек.

При построении и сплайн-модели и кусочно-линейной регрессии обычно используют одно из двух основных предположений относительно момента скачка параметров. Во-первых, его можно привязать к изменениям значения какой-либо из управляющих переменных zt, полагая, например, что при zt(z* работает вариант модели с одними значениями параметров, а при zt(z*  – с другими.

уt                                              уt



                                     t                                            t 
          tj                    tj+1                                       tj            tj+1
                         а)                                             б)
Рис. 9.2. Типы скачкообразного сдвига параметров линейной 

эконометрической модели: а) сплайн-модель; б) кусочно-линейная модель.
При этом иногда даже не требуется, чтобы эта управляющая переменная входила в состав объясняющих факторов модели, т. е. она рассматривается как внешняя переменная, объясняющая режим работы системы (развития процесса), описываемой такого типа моделью. При таком предположении обычно возникает проблема не только поиска подходящей переменной, объясняющей скачки параметров модели, но и определения ее “критических” уровней, соответствующих этим скачкам. В некоторых эконометрических исследованиях в качестве такой переменной могут быть использованы процент банковского кредита, уровень налога, размер таможенной пошлины и другие редко меняющиеся экономические параметры, определяющие “режим” хозяйственной деятельности.

Согласно второму предположению скачок в параметрах модели привязывают непосредственно к моменту времени tj. Здесь имеется в виду, что даже если режим развития исследуемого процесса зависит от какой-либо из объясняющих переменных, то и ее изменения привязаны ко времени и временной фактор, таким образом, может выступать в качестве косвенной объясняющей переменной.

Далее, без ограничения общности будем рассматривать время t    в качестве такой переменной, объясняющей скачкообразное изменение параметров эконометрической модели в отдельных точках (1, Т).

Таким образом, кусочно-линейную регрессию на интервале (1, Т) можно представить в виде следующей системы линейных эконометрических моделей:







     





где (i(j) – коэффициенты линейной эконометрической модели, “работающей” на j-м сегменте; (t(j) – ошибка модели j-го сегмента; уt(j), хit (j) – исходные значения зависимой и независимой переменной, соответственно, в j-м временном сегменте; j=1, 2,..., r; i=0, 1,...,n.

Заметим, что модель типа (9.32) включает в себя также и случай, когда некоторые из объясняющих переменных на каких-либо сегментах отсутствуют. Предположим, что на j-м сегменте переменная хi   отсутствует. Тогда при формировании исходных данных вектор-столбец ее значений хi(j) должен быть приравнен к нулю.

Если точки t1, t2,..., tr–1 известны*, то построение моделей (9.32) не представляет особых сложностей. В зависимости от их особенностей (типа) для оценки их коэффициентов могут быть использованы рассмотренные в предыдущих разделах методы (обычно МНК). 

В тех ситуациях, когда сами точки скачков параметров не известны, но известно их количество r, при построении модели кусочно-линейной регрессии (9.32) можно использовать специальные методы оценки ее коэффициентов (i(j), j=1, 2,..., r; i=0, 1,..., n, позволяющие одновременно фиксировать и оптимальные местонахождения скачков, соответствующие значениям времени tj. Эти методы достаточно сложны и относятся к классу методов оптимального программирования.

Одним из наиболее эффективных среди этих методов является метод динамического программирования, который в сочетании, например, с МНК позволяет найти оптимальное разбиение исходного временного интервала (1,Т) на оптимальное число сегментов и оценить на каждом из них коэффициенты линейной эконометрической модели, “наилучшим образом” описывающей рассматриваемый процесс уt   в зависимости от значений независимых факторов хit.

Задача построения системы уравнений (9.32) в этом случае может быть сформулирована следующим образом. При заданном общем виде линейной эконометрической модели (1.2) на интервале (1,Т) найти последовательность точек t1,..., tr–1 и оценить на временных периодах (сегментах) между ними специфические для каждого из них значения ее коэффициентов.

Одним из “наиболее подходящих” для метода динамического программирования критериев решения такой задачи является минимум общей для интервала (1,Т) суммы квадратов ошибок всех моделей из системы (9.32), которая может быть определена согласно следующему выражению:




где 

– сумма квадратов ошибки модели j-го интервала, j=1, 2,..., r.

Метод динамического программирования последовательно рассматривает дерево всевозможных решений, отбрасывая при этом заведомо бесперспективные варианты и сужая тем самым области месторасположения оптимальных точек скачка tj, j=1, 2,..., r. Этот метод обычно используется при аддитивных целевых функциях (в нашем случае (9.32)). Другой его важной особенностью является отсутствие “последействия”. Для нашего случая это означает, что оптимальное решение на j-м интервале ( т. е. месторасположение точки tj), не зависит от месторасположений предшествующих точек t1, t2,..., tj–1, при которых оно определяется.

Решение задачи динамического программирования обычно базируется на принципе относительности Р. Беллмана. Применительно к нашей задаче он формулируется следующим образом. Пусть определено т  первых сегментов из общего их количества r, т(r. Тогда для получения оптимального (минимального) значения критерия (9.33) необходимо, чтобы и разбиение оставшейся части временного интервала на сегменты было оптимальным.

Из принципа Р. Беллмана вытекает основное функциональное соотношение для данной задачи:




где 

 – сумма квадратов ошибки оптимального разбиения на т сегментов на интервале (1, tm); 

 – сумма квадратов ошибки при вариантах разбиения на оставшиеся r–т сегментов  интервала (tm, T).

Соотношение (9.34) по существу позволяет сократить количество переборов разбиений исходного интервала (1, Т) на заданное число сегментов r, отбрасывая заведомо неверные решения.

Заметим, что при решении этой задачи для определения s2 обычно используется МНК. В результате при выборе точек должно учитываться очевидное ограничение на количество точек в каждом из сегментов. Формально оно имеет следующий вид: Тj(п+1, где   Тj – количество точек в j-м сегменте, а п+1 – количество параметров модели. На практике это ограничение может быть усилено: Тj(k((п+1), где k(1 – некоторый множитель, регламентирующий соотношение между объемом выборки и числом параметров модели на j-м сегменте. 

Система линейных сплайн-моделей также может быть определена общим выражением (9.32). Однако, при построении каждого из ее уравнений (определении коэффициентов) должно быть учтено ограничение, вытекающее из природы сплайнов. Это ограничение требует, чтобы расчетные значения  

, определенные с помощью уравнения сплайна на j–1-м сегменте, совпадали со значениями, определенными на основе уравнения сплайна j-го сегмента. Формально это ограничение (систему ограничений для всех соседних пар сегментов) можно представить в следующем виде:




При ограничениях типа (9.35) процедура построения эконометрических моделей со скачками параметров значительно усложняется. При известном расположении точек скачка на временном интервале (1, Т) оценки их коэффициентов могут быть получены, например, в ходе решения задачи минимизации целевой функции типа (9.33): при r–1-м ограничении на приросты параметров моделей следующего вида:

((((j) ,

)=0,                                 (9.36)

                                                            j=1, 2,..., r–1.

 где (((j)=((0 (j)–(0 (j–1),(1(j)–(1(j–1),..., (п(j)–(п (j–1)) – вектор-строка ненулевых приростов параметров модели при переходе от j–1-го сегменту к j-му; 

=(1, 

)( – вектор значений независимых факторов в точке tj интервала (1,Т).

Для решения подобной задачи обычно используются методы оптимизации квадратичной целевой функции при ограничениях на параметры, задаваемые в виде равенств.

9.4. Эконометрические модели с эволюционными изменениями коэффициентов

Модель с эволюционными изменениями коэффициентов в общем случае имеет следующий вид:




где ai(t), i=0,..., n – оценки коэффициентов модели, меняющиеся во времени под влиянием каких-либо факторов, условий.

Иными словами, предполагается, что значения оценок коэффициента ai, рассматриваемые в различные моменты времени, например, t и t+1, могут различаться между собой, т. е. ai(t)(ai(t+1).

Заметим, что в общем случае выражение (9.37) можно интерпретировать как модель (п+1)(Т  коэффициентами, поскольку в каждый момент t=1,2,..., Т значение ai(t) представляет собой как бы оценку “самостоятельного” коэффициента. Очевидно, что тогда определить весь набор значений ai(t), i=0,..., n, t=1,2,..., Т на основании Т независимых уравнений типа (9.37) не представляется возможным.

Обойти это ограничение возможно путем учета некоторых предварительных предположений относительно закономерностей изменения коэффициентов модели (9.37). В качестве такого предположения может быть рассмотрена гипотеза об определенном характере зависимости коэффициента (i(t) от некоторого набора факторов z1,..., zk, времени t и т. п. При этом обычно эти факторы являются внешними по отношению к модели переменными. Предположим, например, что коэффициентов (i(t), i=0,..., n, являются линейными функциями от одного внешнего фактора z и ошибки аппроксимации uit, происхождение которой будет пояснено ниже:




где (i0  и (i1 – неизвестные коэффициенты такой зависимости; zt  – известные значения фактора z  в моменты времени t=1, 2,..., T.

Подставим выражение (9.38) в модель (9.37). В результате получим:




Несложно заметить, что модель (9.39) отличается от модели (9.37) дополнительными слагаемыми, появившимися в правой ее части:

 и ошибкой 

 где хit(1, t=1,2,... Обозначив zt  как хп+1,t,   zt(х1t   как хп+2,t,..., zt(хпt     как х2п+1,t, получим традиционное выражение линейной эконометрической модели:




где  коэффициенты моделей (9.40) и (9.39) связаны следующими соотношениями:




Несложно заметить, что для модели (9.40) матрица значений факторов Х имеет следующий вид:
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При известных значениях факторов х1t,..., хпt, zt, элементы этой матрицы определяются однозначно. В этом случае оценки коэффициентов модели (9.40) могут быть найдены с использованием рассмотренных в главах 2–4 методов с учетом свойств ошибки этой модели, например, с помощью обычного МНК при вполне естественном предположении о независимости ошибок  (t, u0t,..., unt  между собой и со значениями независимых факторов xit. Обратим также внимание на эффект роста дисперсии ошибки при переходе от модели (9.37) к модели (9.39). Дисперсия последней модели при независимых ошибках определяется согласно следующему выражению:




где 

 – дисперсия ошибки i-го уравнения (9.38), 


Основной проблемой при оценке коэффициентов модели (9.40) является обоснование зависимостей, описывающих закономерности изменчивости коэффициентов ai(t), i=0,..., n. Дело в том, что априорно, используя только информацию, выраженную значениями переменных уt, х1t,..., хпt  и, может быть zjt, j=1,2,...,k; определить вид этих зависимостей не представляется возможным. Это связано с тем, что тенденции, закономерности изменчивости оценок коэффициентов ai(t) могут быть выявлены только после вычислительных экспериментов. На практике решение этой проблемы достигается путем последовательно перебора различных возможных вариантов этих зависимостей, по возможности используя для их сокращения, так называемый динамический подход. Его суть состоит в следующем.

Интервал t=(1, Т) разбивают на ряд частей, возможно пересекающихся. На каждой из них определяются оценки коэффициентов эконометрической модели классического типа, т. е. эти оценки предполагаются постоянными для каждой из рассматриваемых частей интервала. Таким образом, формируются ряды этих оценок



                   

где ai(j) – значение оценки i-го коэффициента на j-й части интервала t=(1, Т).

Анализируя, тенденции изменения рядов ai(j), можно попытаться установить варианты возможных изменений рассматриваемых коэффициентов и обосновать наиболее подходящие для их описания зависимости. Далее, сравнивая характеристики качества построенных эконометрических моделей (дисперсии, коэффициенты детерминации, множественной корреляции), соответствующие этим вариантам, можно определить наиболее приемлемую среди них.

В некоторых случаях варианты зависимостей ai(t) могут быть сформированы на основе предварительно выдвигаемых гипотез. Например, гипотезу о стабилизации коэффициента ai во времени можно отобразить в виде следующего уравнения:

ai(t)= bi0+ bi1 /t,                                 (9.44)

где t – выражает переменную, влияющую на величину коэффициента ai.

Обозначив, z=1/t, получим, что при таком предположении матрица значений исходных факторов Х определена выражением (9.41).

Несложно заметить, что при известных зависимостях переменных коэффициентов ai(z, t) эконометрической модели, задача их оценивания в отсутствие каких-либо эффектов, вызванных плохой обратимостью матрицы (X((X), гетероскедастичностью или автокорреляционной зависимостью ошибки модели и т. п.,  может осложняться лишь из-за уменьшения числа степеней свободы, обусловленного ростом количества независимых переменных.

Вопросы к главе IX 

1.
Охарактеризуйте причины изменчивости структуры модели и способы ее отображения в уравнении регрессии. 

2.
Каковы критерии постоянства и изменчивости структуры?

3.
Какие специальные приемы используются для обнаружения изменчивости структуры модели и закономерностей этого процесса с использованием статической и динамической информации?

4.
Перечислите типы моделей с переменной структурой.

5.
Что собой представляют модели с переключениями?

6.
Охарактеризуйте модели с эволюционирующими коэффициентами.

7.
В чем состоят особенности оценки  коэффициентов моделей с переменной структурой?

Упражнения к главе XI
Задание 9.1

Компания А, крупный производитель спортивных автомобилей, заинтересована оценить следующую производственную функцию за период 1980–1999 гг.: 
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где уt  – логарифм среднего выпуска автомобилей в неделю (в тыс. $); хt  – логарифм среднего количества рабочих часов в неделю.

В 1992 г. компания произвела инвестиции в новую производственную технологию. Есть предположение, что это приведет к изменению свободного члена в уравнении (9.1).

Требуется:

1.
Модифицировать модель (9.1) 

а) с помощью введения фиктивной переменной;

б) с помощью представления ее в виде двух уравнений  без фиктивной переменной.

2.
Рассчитать вектор оценок параметров модели с фиктивной переменной, если 
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Определить ожидаемые оценки параметров для двух уравнений без фиктивной переменной.

Задание 9.2
Для объяснения переменной “заработная плата” была предложена следующая модель:
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 (9.2)


где уt  – логарифм совокупной заработной платы; х1t  – количество лет обучения; х2t  – опыт работы; (t~(0, (2).

Выборка составлена таким образом, что номера от 1 до 100 соответствуют женщинам, а со 101 по 300 – мужчинам.

Требуется:

1.
Предложить два способа представления нулевой гипотезы, что заработная плата мужчины для данного уровня образования и опыта работы выше, чем у женщины с такими же характеристиками.

2.
Проверить гипотезу, что коэффициенты уравнений типа (9.2), построенных отдельно для подвыборок мужчин и женщин, совпадают. Известно, что в модели для женщин сумма квадратов остатков равна 0,13, а для мужчин – 0,33.  Оценка МНК по всей выборке дает сумму квадратов остатков 0,6. 

3.
Предложить способ тестирования гипотезы, что заработная плата зависит от размера фирмы, причем от размеров фирмы линейно зависит коэффициент (1t:

(1t =(10+ (11 zt-

4.
Показать эквивалентность МНК-оценок коэффициентов (1 и (2 в модели
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где Dt =  
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и в модели, построенной отдельно для двух подвыборок t=1,..., Т1; t=Т1+1,..., Т.

Задание 9.3

Имеется линейная однофакторная регрессионная модель 




в которой неизвестные параметры меняются в случайном порядке
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Требуется показать, что эту модель можно интерпретировать как линейную регрессионную модель с гетероскедастичным остаточным членом.

Задание 9.4
На основании квартальных данных с 1993 по 1997 гг. с помощью МНК было получено следующее уравнение регрессии:




Регрессионная сумма квадратов равна 112,44, а сумма квадратов остатков – 22,78.

Требуется:

1.
Проверить гипотезу о наличии сезонности, если при добавлении в уравнение трех фиктивных переменных, соответствующих трем первым кварталам года, регрессионная сумма увеличилась до 120,75.

2.
Проверить гипотезу о наличие структурного изменения между вторым и третьим кварталами 1995 года, если при раздельном проведении двух регрессий на основании данных с первого квартала 1993 г. по 2-й квартал 1995 г. и с 3-го квартала 1995 г. по 4-й квартал 1997 г. были получены суммы квадратов остатков соответственно 11,44 и 2,75.

* Приведем типичный пример результатов анализа факторов, повлиявших на изменение цен на ряд товаров, реализуемых на крупнейших финансовых рынках мира (Элина Шкурупий. Китайцы обрушили серебрянный рынок. Известия, 29 февраля 2000 г., № 38, с.12): “Цены на серебро начали падать после сообщения о резком увеличении биржевых запасов наличного металла на складах СОМЕХ. Также на понижение сыграли слухи о возможном поступлении в продажу большой партии китайского серебра и о скором возобновлении работ на серебряных рудниках компании Penoles,  крупнейшего мексиканского производителя этого металла...


 После заявления министра нефти Саудовской Аравии о том, что его страна постарается не допустить увеличения нефтедобычи и после окончания срока действи нынешних квот, мировые цены на нефть в очередной раз пошли вверх...”


Благоприятный метеопрогноз для большей части зерносеящих регионов США привел к падению цен на пшеницу, кукурузу и сою-бобы и т.п.


* Напомним, что в соответствии с обычными для эконометрики предположениями значения Yt, qt, Rt, Qt; t=1,2, ... рассматриваются как реализации соответствующих случайных процессов, и для каждого момента времени эти значения рассматриваются как случайные величины.


* Ее основные положения вытекают из результатов работы Liber de Ludo Aleae (The Book of Games of Chance), опубликованной в 1565 г. итальянским математиком Джироламо Кардано.


* 1.Bachelier I., 1900; “Theory of Speculation” in Cootner,P.(ed). The Random Character of Stock Market Prices, pp.17-78, Massachusetts Institute of Technology Press, Cambrige, MA, 1964, Reprint. 


2.Einstein, А. 1905. “(ber die von der molekular-kinetischen Theorie der W(rme geforderte Bewegung von der in ruhenden Fl(ssigkeiten suspendierten Teilchen”, Annalen der Physik, 17; 549-560.


** ГСБ-1 с распределениями приростов, отличными от нормального, рассмотрена в работе Fama,E.F.(1965) “The behaviour of stock market prices”, Journal of Business, 38,  pp.34-105.


* Granger,C.W.J. and O. Morgenstern (1970). Predictability of Stock market Prices (Heath, Lexington, Massachusetts). 


** В более общем случае m=mt   и mt =f(a, z) –  детерминированная составляющая процесса изменения цены, выраженная уравнением с коэффициентами a и аргументами, заданными вектором z.


*Напомним, что в силу независимости (t–i  и (t–j, i(j, i, j=1,2, M[(t–i,(t–j]=0. 


* Cowles , A., Jones, H. “Some A Posteriori Probabilities in Stok Market Action”. Econometrica, 5, 1937.pp.280-294.


* Выражение (7.76) может быть получено с учетом того, что при t=1 � EMBED CorelEquation  ��� � EMBED CorelEquation  ���





* Выражения (7.97)-(7.100) можно получить, например, используя метод максимального правдоподобия для оценки параметров модели (7.25).


* Напомним, что процесс строгого белого шума предполагает независимость между моментами переменных ut  и ut-i  любых порядков, т.е. � EMBED CorelEquation  ��� . В нашем случае достаточно, чтобы это условие выполнялось для  k(4. Отметим также, что существуют классы моделей с изменяющейся вариацией, которые используют менее строгие предположения в отношении переменной ut  . В частности, некоторые из них допускают ненулевые автокорреляционные связи между квадратами ut2  и ut-i 2 (случай белого шума) или даже между значениями ut  и ut-i  (случай стационарного процесса).


* Заметим, что примером такого рода модели может быть и модель авторегрессионного типа с меняющимся условным математическим ожиданием:


� EMBED CorelEquation  ���





в этом случае условная вариация значения yt  определяется следующим выражением:





� EMBED CorelEquation  ���





где Mt–1 – математическое ожидание, определяемое в момент t–1, т. е. на основе информации, относящейся к этому моменту.


Далее, в предположении, что квадраты ошибок связаны моделью авторегрессии k-го порядка получим:





� EMBED CorelEquation  ���





где ai  – коэффициенты модели, i=0, 1,..., k; (t   – ошибка.


Если значения коэффициентов ai, i(0, равны нулю, то рассматриваемая модель имеет постоянную условную дисперсию ошибки. Если a1(0 и ai =0, i(1, то (t   может быть определена выражением аналогичным (7.119), т. е. как





� EMBED CorelEquation  ��� 


* Процесс, определенный выражением (7.120) в предположении, что переменная vt   не зависит от уровня цен Yt, Yt–1,... в литературе иногда называют процессом-произведением (“product-process”).


* � EMBED CorelEquation  ���


* Напомним, что пределы [–1,96; 1,96] соответствуют доверительной вероятности р*=0,95 для стандартизованной случайной величины.


* Ошибка (t   формируется позже, чем значение Pt–1, поэтому связь между этими переменными отсутствует.


* Здесь термин “равноправие” взят в кавычки с учетом того, что в моделях иногда используются весовые коэффициенты, определяющие различия в важности информации, содержащейся в разных строках матрицы Х и элементах уt, при определении значений коэффициентов (см. раздел 3.2). Однако этот вариант модели предполагает возможность изменения коэффициентов во времени.


* Рассматриваются фактически значения ошибки.


* Согласно процедуре (4.1)–(4.14) вектор оценок коэффициентов модели по t измерениям определяется на основании следующей последовательности расчетов:


� EMBED CorelEquation  ���


* Ее значение определяется с использованием теории статистик Колмогорова-Смирнова.


* Эти точки могут быть определены с использованием какого-либо из рассмотренных в разделе 9.2 тестов.
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