ГЛАВА IV. ПОСТРОЕНИЕ МОДЕЛЕЙ В УСЛОВИЯХ МУЛЬТИКОЛЛИНЕАРНОСТИ НЕЗАВИСИМЫХ ПЕРЕМЕННЫХ

В данной главе будут рассмотрены некоторые приемы и методы оценки коэффициентов эконометрической модели в условиях сильной корреляционной зависимости (мультиколлинеарности) между объясняющими переменными.

Как было отмечено в разделе 2.1, существование сильной линейной зависимости между переменными, входящими в правую часть эконометрической модели и характеризующейся близостью значений коэффициентов парной корреляции ряда столбцов матрицы Х к единице, вызывает целый ряд проблем при оценке коэффициентов этой модели.

Во-первых, это явление делает матрицу X(X  плохо обусловленной (ее детерминант становится близким, а в пределе равным нулю), и в этом случае МНК и ММП как методы оценки коэффициентов модели не могут быть использованы*. Во-вторых, плохая обусловленность матрицы X(X своим следствием, как правило, имеет ухудшение точности оценок коэффициентов модели, рост их дисперсий. В-третьих, оценки коэффициентов модели становятся чрезвычайно чувствительными к незначительным изменениям исходных данных (значений элементов вектора у и матрицы X), а также к ошибкам округлений числовых данных расчетов, неизбежным при обращении матрицы X(X. Иными словами, незначительные изменения в исходных данных или округления результатов промежуточных расчетов вызывают резкие скачки в значениях оценок. Это говорит о неустойчивости оценок параметров моделей по отношению к исходным данным, о низкой обоснованности построенного варианта эконометрической модели, о ее неадекватности описываемому ею процессу.

Вместе с тем, на практике решать проблему мультиколлинеарности путем исключения части взаимосвязанных между собой   независимых переменных часто бывает нецелесообразно, поскольку, например, их взаимосвязь может отражать явление ложной корреляции, а не вытекать из содержания отображаемых ими явлений. При этом каждая из этих переменных может быть чрезвычайно важна  для выражения закономерностей развития независимой переменной.

Невозможность использования «классических» подходов  при построении эконометрических моделей в условиях плохой обратимости матрицы (X(X) обусловливает необходимость  применения при оценке их параметров  специальных процедур и методов, которые позволяют снизить отрицательное влияние высокой корреляции между объясняющими переменными на точность и достоверность получаемых оценок.

4.1. Рекуррентные методы оценки параметров эконометрических моделей

Использование рекуррентных методов при оценке параметров эконометрических моделей позволяет избежать обращения матрицы X(X и тем самым, появления ошибок в результатах этой операции, обусловленных высокой корреляцией ряда ее столбцов и строк. Обращение матрицы в этом случае заменяется последовательностью более простых вычислительных процедур, которые на каждом шаге расчетов определяют обратную матрицу (Xt+1(Xt+1)–1, t=T1, T1+1,..., T, T1(п+1, где Xt+1 – матрица, образованная t+1-ми строками матрицы X, на основе предварительно оцененной матрицы (Xt(Xt)–1  и t+1-й строки матрицы X, которую обозначим как 

. В этом случае и МНК сводится к итеративной процедуре, на каждом шаге которой уточняются оценки коэффициентов модели для исходных данных интервала (1, t+1) с учетом оценок, полученных для интервала (1, t), и новой информации, содержащейся в t+1-м элементе уt +1 вектора у  и строке t+1-й строке матрицы Х.

Рассмотрим рекуррентные методы оценивания параметров эконометрических моделей более детально.

Предположим, что существуют оценки коэффициентов эконометрической модели, полученные для первых t  элементов вектора у и строк матрицы X. Обозначим эти оценки как вектор at=(a0t, a1t,..., an t)(, t(п+1.

Заметим, что эти оценки с учетом результирующего выражения МНК at=(Xt(X t)–1Xt(уt  можно представить в виде произведения двух сомножителей – матрицы Ft–1=(X t(Xt)–1 и вектора gt=Xt(уt, где Xt – матрица значений факторов, образованная по первым t  строкам матрицы X и уt  – вектор, образованный по первым элементам t вектора у.

Имея в виду правило умножения матрицы на вектор-столбец, вектор gt+ 1  можно представить в следующем виде:

                 gt+1=gt+(gt,                                       (4.1)

где (gt – корректирующая поправка к вектору gt,  образованная произведением транспонированной t+1-й строки матрицы X( (t+1-го столбца матрицы X () на  t+1-й элемент вектора у :

(gt =

(уt+1.                                   (4.2)

Для матрицы Ft+1=(Xt+1(Xt+1) также с учетом операции умножения матриц по правилу строка на столбец можно записать

Ft+ 1=Ft+(Ft,                                   (4.3)

где ( Ft – корректирующая поправка к матрице Ft, полученная путем умножения транспонированной t+1-й строки матрицы X( (t+1-го столбца матрицы X) на саму себя, т. е. на t+1-й столбец матрицы X:

(Ft =

 (

.                                (4.4)

 Заметим, то операция (4.3) не дает возможности непосредственно получить матрицу Ft+1–1, обратную матрице Ft+1. Для ее определения воспользуемся леммой об обращении матриц, которая может быть представлена в виде следующего выражения:

Ft+ 1–1=Ft–1–F t–1 (

(1+

(Ft–1 (

)–1

(F t–1.     (4.5)

Поскольку выражение (1+

(F t–1(

) является скаляром (как результат умножения строки 

   на столбец Ft–1(

), то матрица Ft+1–1  на основании выражения (4.5) определяется как разность двух матриц

Ft+ 1–1=F t–1–(Ft–1,                                 (4.6)

где (Ft–1=F t–1(

(1+

(F t–1(

)-1

(Ft–1 – поправка к матрице Ft–1, полученная лишь с помощью процедур умножения матриц и векторов по правилу “строка на столбец”.

Для доказательства справедливости выражения (4.5) умножим матрицу Ft+1  (выражение (4.3)) с учетом (4.4) слева на Ft+1–1 и справа на F t–1. Получим:

         Ft–1=Ft+1–1 +Ft+1–1



F t–1 .                  (4.7)

 Далее умножим выражение (4.7) справа на вектор-столбец 

 и вынесем сомножитель Ft+1–1

. Получим:

F t–1  (

=Ft+1–1

(1+ 

( F t–1  (

).      (4.8)       

Выражение (4.8), в свою очередь, умножим справа на вектора 

(Ft–1. В результате получим

 Ft+1–1

(

(Ft–1=
=Ft–1 (

(1+

(Ft–1  (

) -1

(Ft–1.               (4.9) 

Конечный результат леммы (4.5) получим путем подстановки в (4.9) вместо матрицы Ft+1–1

(

(Ft–1   ее эквивалента Ft–1–Ft+ 1–1  из выражения (4.7).

Используем лемму (4.5) для определения уточненного вектора оценок at+1  коэффициентов линейной эконометрической модели. Для этого обозначим через Rt+1 следующий сомножитель-вектор:

        Rt+1=Ft–1(

(1+

(F t–1 (

)-1.               (4.10)

С учетом (4.10) вместо (4.5) можем записать 

 Ft+1–1=Ft–1–R t+ 1

Ft–1.                      (4.11)

Сопоставляя выражения (4.11) и (4.7), непосредственно имеем

                             Rt+1=Ft+ 1–1 (

.                             (4.12)

Поскольку вектор a t+1 может быть определен как

 a t+1=Ft+1–1(gt+1=Ft+1–1(gt+

(уt+1)=Ft+ 1–1(g t+Ft–1 (

(уt+1,  (4.13)

то с учетом (4.11) после подстановки (4.12) в (4.13) получим

at+1=at+Rt+1 (уt+1–

(at)                      (4.14)

или
at+1=at+(at.                                 (4.15)

Заметим, что выражение уt+1–

(at =

 представляет собой ошибку модели в момент t+1, полученную для модели, построенной по t  точкам. Иными словами, в данном случае  значение 

 характеризует как бы ошибку прогноза, поскольку произведение 

(at=

 рассматривается как прогнозное значение величины у  в момент t+1, полученное на основе модели, построенной с использованием информации за период (1, t), и прогнозного фона, определенного значениями факторов х1,..., хп для момента t+1, а значение уt+1  – фактическое значение переменной у  в момент t+1.

Таким образом, выражения (4.14) и (4.15) определяют оценку вектора a t+1  параметров эконометрической модели, построенной по данным периода (1, t+1), как сумму оценок этого же вектора, но построенного по данным периода (1, t), т. е. at,  и корректирующего слагаемого, определенного как произведение корректирующего множителя R t+1  на ошибку прогноза 

. Вектор at  можно интерпретировать как априорную информацию, а вектор (at из выражения (4.15) как поправку, полученную на основе апостериорных данных. Вследствие этого рассмотренная рекуррентная процедура отражает байесовский подход к получению оценок коэффициентов эконометрической модели.

Из изложенного материала непосредственно вытекает, что для реализации рекуррентной процедуры оценок параметров линейной эконометрической модели в условиях мультиколлинеарности независимых переменных  в периоде (1,Т) необходимо в качестве исходной информации иметь “хорошо обусловленную” матрицу Ft, к которой несложно применить операцию обращения. Ее можно получить, если линейная зависимость между факторами хi, i=1,2,..., п  в период (1,t) будет значительно слабее, чем в период (1,Т).

Если же подобные взаимосвязи между факторами не ослабевают с уменьшением временного интервала, то для решения проблемы получения оценок коэффициентов линейной эконометрической модели с помощью рекуррентной процедуры может быть использовано некоторое приближение матрицы F t.

Например, матрицу Ft  можно заменить матрицей (t следующего вида:

                       (t=(Ft +Е(d)=(Xt(Xt+Е(d),                        (4.16)

где d  – некоторый скаляр, добавляемый к диагональным элементам матрицы Ft =Xt(Xt  с целью облегчения операции получения обратной матрицы Ft–1.

В этом случае вектор коэффициентов at  определяется из выражения 

      at=(X t(Xt+Е(d)–1Xt(у,                            (4.17) 

которое называют гребневым МНК, а полученные на его основе оценки коэффициентов модели – гребневыми оценками.

Недостатком гребневых оценок является их смещенность, которая увеличивается с ростом уровня константы d. Однако это смещение для интервала (1, t) можно свести к минимуму путем подбора минимально достаточного значения d. Кроме того, в ходе рекуррентного метода оценивания  для моментов времени t+1, t+2,...,Т  величина смещения также уменьшается.

Если это необходимо, то рекуррентные методы могут применяться и в рамках обобщенного МНК или взвешенной эконометрической модели. Для этого процедуру рекуррентного оценивания необходимо применить к преобразованным исходным данным.  

4.2. Метод главных компонент

Метод главных компонент является одним из самых эффективных вычислительных средств, позволяющих оценить коэффициенты эконометрической модели при плохой обусловленности матрицы (X(X), вызванной сильной корреляционной зависимостью между некоторыми объясняющими переменными. Однако, как это будет показано далее в этом разделе, использование данного метода обычно ведет к потере части информации, содержащейся в матрице X, что, в свою очередь, является причиной того, что построенная на его основе модель может не вполне адекватно отражать закономерности рассматриваемых явлений.

Вместе с тем, вычислительные преимущества метода главных компонент достаточно очевидны, что обусловливает его популярность в эконометрических исследованиях самого широкого круга процессов, особенно в ситуациях, когда число независимых переменных достаточно велико и даже не слишком значительные корреляции между ними делают матрицу X(X плохо обусловленной. 

Основная идея метода главных компонент состоит в замене объясняющих переменных xi, i=1,2,..., n  на новые переменные zj, j=1,2,..., k;  k(n, которые, с одной стороны, свободны от недостатков, вызванных корреляционной зависимостью, а, с другой, – содержат в себе максимально возможную долю информации “старых” переменных xi. Обычно метод главных компонент работает с центрированными переменными (см. раздел 1.1, выражение (1.13)). С учетом этого эконометрическая модель с центрированными переменными определяется выражением (1.10), в котором свободный коэффициент a0 отсутствует, т. е.




где, напоминаем, центрированные переменные определяются как 

 и их математические ожидания равны нулю, т. е. 

 i=1,2,..., n.

Таким образом, матрица 

 определяется следующим  выражением:


=
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Выражение 

является мерой  изменчивости переменной xi  относительно ее среднего значения на интервале (1,Т). Аналогично, выражение 

 определяет взаимную изменчивость переменных xi   и xr  на рассматриваемом интервале.   Несложно заметить, что, если разделить эти изменчивости на Т–1, то получим дисперсию переменной xi  и ковариацию переменных xi  и xr  соответственно. Таким образом, сумма диагональных элементов матрицы 

 в данном случае содержит в себе всю информацию относительно изменчивости включенных в исходную модель переменных xi. Эта сумма называется следом матрицы 

 и обычно обозначается как tr(

).  
Главные компоненты (новые переменные zjt) формируются как линейные комбинации “старых центрированных переменных” 

 с  учетом введения для них двух следующих принципиальных ограничений.   

1. Полная совокупность главных компонент должна содержать в себе всю изменчивость переменных xi, i=1,2,..., n.

2. Главные компоненты должны быть ортогональны между собой, т. е. для любой пары компонент j и r,  j(r должно выполняться соотношение

                                


Запишем линейное представление главных компонент через центрированные переменные  

 в следующем виде:

  


Заметим, что поскольку 

то 

 для всех j=1,2,..., k. С учетом этого выражение (4.20) можно интерпретировать в том смысле, что взаимная изменчивость переменных zj   и zr   равна нулю .

В  матричной форме выражение (4.21) запишем следующим образом :

z1=

b1,                                       (4.22)

где z1=(z11,..., z1T)( – вектор-столбец значений z1t первой компоненты в моменты t; b1=(b11,..., b1n)( – вектор-столбец коэффициентов линейной зависимости, выражающей связь первой компоненты со значениями центрированных переменных в моменты t=1,2,...,Т; 

  – матрица центрированных переменных   

,   i=1,2,..., n , в которой столбец, состоящий из единиц, отсутствует.

С учетом выражения (4.22) сумма квадратов элементов z1t, т. е. 

, характеризующая изменчивость первой главной компоненты, выражается следующим образом:



(z1(, z1)=b1(

b1.                           (4.23)

Определим неизвестный вектор коэффициентов b1 таким образом, чтобы первая главная компонента вобрала в себя максимальную долю изменчивости, содержащейся в матрице 

, но при условии, что сами значения коэффициентов не будут влиять на эту характеристику. Это можно сделать введя нормирующее ограничение на элементы вектора b1, которое выражается следующим соотношением

(b1(, b 1)=b112+b122+...+b1n2=1.                     (4.24)

Очевидно, что при выполнении условия (4.24) уровень изменчивости (z1(, z1) не сможет превзойти изменчивость всей матрицы 

.

Задача максимизации квадратичной формы (4.23) при условии (4.24) может быть решена на основе метода множителей Лагранжа, согласно которому искомое решение, т. е. вектор b1, является значением аргумента, максимизирующим следующий функционал:

( 1=b1(

b1 –(1(b1(b1 –1),                        (4.25) 

где ( 1  – множитель Лагранжа.

Исходя из условия оптимума ((i /(bi=0, дифференцируя правую часть (4.25) по вектору b 1  с учетом очевидного условия ((i /(bi  =0, получим

 (

)(b 1=(1b1.                                (4.26) 

Из равенства (4.26) следует, что (1 – максимальное собственное число (перронов корень), положительно определенной матрицы (

), а b1 – соответствующий ему собственный вектор, координаты которого должны удовлетворять соотношению (4.24). 

Аналогичным образом значения второй главной компоненты в моменты t=1,2,..., Т определим как линейную комбинацию независимых переменных 

, i=1,2,..., n, что может быть выражено равенством:

z2=

b2,                                  (4.27)

где z2=(z21, z22,..., z2T)(; b2=(b21, b22,..., b2n)(.

Неизвестные коэффициенты-компоненты вектора b2 определим из (4.27) с учетом трех отмеченных выше условий. Компонента z2 должна вобрать в себя максимальную долю изменчивости матрицы 

, оставшейся после компоненты z1, вектора z1 и z2  должны быть ортогональны друг другу, а координаты вектора b2  должны быть нормированы  согласно соотношению типа (4.24).

Сочетание этих условий соответствует постановке задачи максимизации квадратичной формы

b2(

b2(max                               (4.28)

при ограничениях    

                                    


 (b2(, b1)=0.                                       (4.30)

При этом отметим, что вид функционала (4.28) вытекает из определения изменчивости компоненты z2  как скалярного произведения (z2(, z2)=b2(

b2, выражение (4.29) является аналогом условия (4.24), а равенство (4.30) является следствием условия ортогональности компонент z1 и z2 . 

В самом деле, условие ортогональности z1 и z2 можно представить с учетом свойства (4.26) в следующем виде:

0=(z2(, z1)=b2(

b1 =(1(b2(, b 1).               (4.31)

Из (4.31) непосредственно следует ограничение (4.30). 

Оптимизационная задача (4.28)–(4.30) также решается с помощью метода множителей Лагранжа как задача безусловной максимизации следующей квадратичной формы:

    (2=b2(

b2 –(2(b2(b2–1)–( 1(b2(b1 –0),             (4.32)    

где (2  и (1 – множители Лагранжа.

Условие максимума (4.32) приводит к следующему выражению:

(( 2 /(b2=2

b2–2(2b2–(1b1=0.                 (4.33)

Несложно показать, что множитель (1=0. Для этого умножим равенство (4.33) слева на b1(. В результате

2b1(

b2 –2( 2(b1(b2)–(1(b1(b1)=0.                (4.34)

Поскольку

 b 1(

=

b 1=(1b1, (b1(,  b2)=0 и (b1(, b1)=1,

 то из условия (4.34) непосредственно следует, что   ( 1= 0.

В этом случае выражение (4.33) можно представить в виде аналогичном (4.26) :



b2=(2b2.                             (4.35)

Из (4.35) следует, что множитель Лагранжа  ( 2  является вторым по величине собственным корнем матрицы (

) и положительным числом (поскольку у положительно определенной матрицы все собственные числа положительные). Этому собственному числу соответствует собственный вектор b2, координаты которого удовлетворяют условию (4.29).

Продолжение процесса формирования главных компонент как линейных комбинаций независимых переменных 

 приводит к следующему результату. Коэффициенты этих линейных комбинаций являются нормированными собственными векторами b1, b2,..., bn  матрицы 

, которым соответствуют собственные числа ( 1, ( 2,..., ( n,  удовлетворяющие соотношению

(1(( 2 ((3 (...(( n.                              (4.36)

Объединим вектора-столбцы bi, i=1,2,..., n в матрицу следующего вида:

В=(b1, b2,..., bn).                               (4.37)

Тогда матрица значений главных компонент Z  в общем случае, имеющая размер n(Т определяется согласно следующему выражению:

Z=

В,                                       (4.38)

матрица Z(Z (аналог матрицы 

) с учетом свойств ортогональности компонент и нормированности векторов bi, i=1,2,..., n имеет следующий вид:


Z(Z=В(

В =   
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Заметим, что 
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trZ(Z, т. е. является следом матрицы Z(Z и определяет общую изменчивость главных компонент. Можно формально показать, что

tr(Z(Z)=tr(

),                               (4.40)

т. е. изменчивость переменных  

, i=1,2,..., n равна изменчивости главных компонент zj, j=1,2,..., k.

При доказательстве равенства (4.40) будем использовать два результата теории матриц. Первый из них относится к свойствам матрицы В. Из условий типа (4.26), (4.29) и (4.30), определяющих свойства нормированности векторов bi, i=1,2,..., n; и их ортогональности, следует, что 

В(В=Е.                                       (4.41) 

Таким образом, В(=В–1 и для таких матриц справедливым является следующее равенство:

ВВ(=Е.                                       (4.42) 

Из последнего результата вытекают определенные свойства следов матриц, которые могут быть сформулированы следующим образом: для произвольной матрицы А имеет место равенство следов матриц А(А  и АА(, т. е.

tr(А(А)=tr(АА().                                (4.43)

Как частный случай равенства (4.43) можно рассматривать следующий результат: скалярное произведение вектора-строки х(  на вектор-столбец х равно следу матрицы, полученной путем умножения вектора-столбца х на вектор-строку х(. Иными словами,

 (х(х)= 

=tr(хх(),                              (4.44)

 где хi  – координаты вектора х.

С учетом свойств (4.42) и (4.44) имеем 

tr(Z(Z)=

= tr(В(

В)=tr(В(В

)=tr(

)=

= 

.                         (4.45)

Таким образом, отношение 

 можно интерпретировать как вклад (долю) компоненты zj  в общую изменчивость независимых факторов 

, i=1,2,..., n. Иными словами, справедливым является следующее равенство:



                                  (4.46) 
Условие (4.46) является ключевым при решении вопроса о том, сколько главных компонент целесообразно включить в эконометрическую модель. Как уже было отмечено выше, в том случае, когда матрица (

) является плохо обусловленной, но ее определитель отличен от нуля, (

((0, теоретически общее число главных компонент совпадает с числом объясняющих переменных п. Однако информативная ценность главных компонент различна. Компоненты с большими номерами, как правило, определяют лишь незначительную долю общей изменчивости переменных  

 и их обычно не включают в эконометрическую модель. Решение о том, на какой компоненте целесообразно остановиться может быть принято на основе анализа кумулятивной переменной I((r), определяемой как

I((r) =

 .                             (4.47)

Если I((r) определяет достаточную долю изменчивости переменных 

 и эта доля для компоненты с номером r+1 рассматривается как относительно небольшая (на практике – менее процента от общей изменчивости), то компоненты с номерами r+1, r+2,...,k  в модель обычно не включают (см.  рис. 4.1), ограничиваясь первыми r номерами из них.

На рис. 4.1 изображен вариант изменения кумулятивной изменчивости главных компонент. Из графика непосредственно видно, что первые четыре компоненты определяют около 95% общей изменчивости переменных 

, так что доля 5-й и последующих компонент явно незначительна. В этом случае в модель целесообразно включить лишь первые четыре компоненты.

В том случае, если (

(= 0, матрица 

 имеет ранг r(n,  у нас имеется лишь r отличных от нуля собственных чисел, которым соответствуют r главных компонент, определяющих суммарную изменчивость переменных 

, i=1,2,..., n. Тогда число включаемых в модель компонент не превосходит числа r. В исследованиях реальных процессов число главных компонент обычно существенно меньше количества независимых переменных.

       I((r)

         1 

       0,9

       0,8

       0,7

       0,6

       0,5


                  1  2   3   4   5  6   7   8   9  10        k
               Рис.4.1. График изменения кумулятивной 

                       изменчивости главных компонент.

На рис. 4.1 изображен вариант изменения кумулятивной изменчивости главных компонент. Из графика непосредственно видно, что первые четыре компоненты определяют около 95% общей изменчивости переменных 

, так что доля 5-й и последующих компонент явно незначительна. В этом случае в модель целесообразно включить лишь первые четыре компоненты.

В том случае, если (

(= 0, матрица 

 имеет ранг r(n,  у нас имеется лишь r отличных от нуля собственных чисел, которым соответствуют r главных компонент, определяющих суммарную изменчивость переменных 

, i=1,2,..., n. Тогда число включаемых в модель компонент не превосходит числа r. В исследованиях реальных процессов число главных компонент обычно существенно меньше количества независимых переменных.

Отобрав существенные главные компоненты можно приступить к построению эконометрической модели, в которой они выступают в качестве независимых переменных, опосредованно отображая влияние факторов 

, i=1,2,..., n на характер изменения зависимой переменной 

.

Представим такую модель в линейном виде.

                         


где (1,..., (k; (t  – ошибка модели в момент t.

Вследствие ортогональности новых независимых переменных z1, z2, ..., zk при использовании МНК для определения неизвестных коэффициентов (j,  j=1, 2,..., k модели (4.48) вычислительных проблем не возникает. Заметим, что ковариационная матрица оценок сj  коэффициентов модели (j  на практике имеет следующий вид:


Соv(с)=(u2(Z(Z)–1=(u2(В (

 В)–1=(u 2 

 , (4.49)     

где 

 рассматривается как оценка дисперсии ошибки (t   модели (4.48) и 

 – расчетные значения центрированной переменной 

, t=1,2,..., Т. Таким образом, дисперсия оценки j-го коэффициента модели и взаимные ковариации этих оценок определяются следующими выражениями:

(2(сj)=(u2 ((j =(u2bj ( (

)–1bj,                   (4.50)

cov(сj, сi)=0;     j, i=1,2,...,k; j(i.

Следует однако заметить, что использование моделей с главными компонентами в социально-экономических исследованиях порождает ряд проблем содержательного характера. Дело в том, что каждая из компонент, будучи линейной комбинацией изначально отобранных в модель факторов, в общем случае не допускает четкого содержательного толкования, поскольку эти факторы часто имеют различную природу и возможно разные единицы измерения. В такой ситуации дать удовлетворительное содержательное (экономическое) обоснование закономерностям изменения переменной уt в зависимости от изменения компонент, природа которых не поддается четкому объяснению, довольно затруднительно.

Содержание компонент достаточно сложно установить и в ситуациях, когда факторы хi имеют сходное содержание (например, в экономических исследованиях все факторы часто удается представить в стоимостном виде). Однако и в этом случае компонентам, которые являются различными вариантами экономически не определенных линейных комбинаций пусть и объективных стоимостных характеристик, дать убедительное содержательное обоснование обычно не представляется возможным.

С содержательной точки зрения более обоснованным представляется другой подход, согласно которому после построения модели с главными компонентами, осуществляется переход к модели с изначально отобранными факторами. Это несложно сделать путем подстановки в выражение (4.48) уже сформированных линейных комбинаций (выражение (4.21)). Проделав несложные преобразования, получим:





где 

 – коэффициенты, которые можно рассматривать как “оценки оценок” коэффициентов исходной модели (4.18).

Однако, если количество включенных в модель компонент  k меньше числа изначальных факторов п (k ( п), имеется в виду случай, когда матрица (

) имеет ранг п, то уравнение (4.51) не соответствует исходному варианту эконометрической модели (4.18), т. е. 

 Отличия этих уравнений обусловлены потерями информации вследствие невключения в модель нескольких “малозначимых” компонент. Формальное соответствие этих показателей достигается только в том случае, когда в модель включают все п компонент. Вместе с тем заметим, что увеличивать число главных компонент за счет “малозначимых” также нецелесообразно, поскольку если собственное число матрицы 

 близко к нулю при его определении в ходе решения характеристического уравнения

((

)–(Е(=0.                                (4.52)

возникают ошибки округления. Они опять же способствуют тому, что модель, построенная с использованием процедуры (4.51) не будет соответствовать истинной модели процесса.

Заметим, что рассмотренный подход неприемлем и  в ситуации, когда две или несколько изначальных переменных 

 связаны строгой линейной зависимостью (например, 

=(0+(1

), т. е. матрица 

 имеет  ранг r( п. В этом случае можно показать, что коэффициенты при зависимых переменных, полученные из модели с главными компонентами, оказываются пропорциональны угловому параметру этой зависимости (1 и не имеют отношения к истинным их взаимосвязям с переменной 

.

Таким образом, при использовании главных компонент обычно приходятся выбирать “меньшее из нескольких зол”, порожденных проблемами с вычислениями, проблемами с содержательной интерпретацией компонент, проблемами с потерей точности при построении модели. Частичный компромисс при решении этих проблем возможен, когда компоненты строятся на основе неполного набора исходных факторов, между которыми существует сильная зависимость, а остальные факторы включаются в модель без преобразования. Например, если исходные переменные х1,..., хm  связаны между собой и с переменными хm+1,..., хn  относительно слабой корреляционной зависимостью, а между последними эта зависимость является достаточно сильной, что служит причиной плохой обусловленности матрицы 

, то главные компоненты целесообразно формировать только на основе переменных с индексами i=т+1,..., п. Этот прием оказывается особенно полезным, когда переменные хm+1,..., хn  являются однородными по своему содержанию. В таких ситуациях иногда удается придать им вполне конкретный смысл.

В заключении данного раздела заметим, что при разномасштабных исходных факторах различной природы рекомендуется главные компоненты строить на основе их нормированных безразмерных величин. Их получают путем следующего преобразования:

                                             


где 

– cреднеквадратическое отклонение переменной xi, i=1, 2,..., n.

В этом случае удается избежать влияния масштаба переменных xi  на оценки параметров моделей и легко оценивается истинное влияние каждой из них и на главные компоненты и на зависимую переменную уt.

4.3. Методы оценки коэффициентов моделей с лаговыми независимыми переменными

Эконометрические модели с лаговыми независимыми переменными учитывают влияние на переменную уt  уровней объясняющих факторов, относящихся к прошедшим моментам времени t–1,       t–2,... . Необходимость их включения в модель обычно объясняется некоторым запаздыванием влияния причины (независимых факторов) на следствие (зависимую переменную). Достаточно широкое применение подобного рода модели нашли в исследованиях влияния инвестиций (как независимых факторов) на выпуск продукции, прибыль и другие результаты хозяйственной деятельности. Аналогичное явление наблюдается в исследованиях взаимосвязи расходов на рекламу в прошлые периоды с уровнем продаж текущего периода. Для всех подобного рода процессов характерным является то обстоятельство, что уровень объясняемой переменной уt  определяется не только одновременными значениями объясняющих факторов хit, i=1,2,..., п, но он также зависит и от значений ряда из этих факторов , относящихся к прошлым периодам, т. е. от значений хi,t–1, хi,t–2,... .

Общий вид линейной эконометрической модели с лаговыми независимыми переменными может быть представлен следующим уравнением:
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+


где (i, i=0,1,..., r – коэффициенты, связывающие уровень переменной х1, взятый в момент t–i, с зависимой переменной уt;   (j, j=0,1,..., p – коэффициенты, связывающие уровень переменной х2, взятый в момент t–j, с зависимой переменной уt  и т. д.; (t – как и ранее, ошибка модели в момент t; (0 – постоянная модели.

Частным случаем выражения (4.54) является уравнение с одной лаговой объясняющей переменной:



      

где 

 – значение независимой переменной х в момент t–i, i=0,1,..., n; (i, i=0,1,..., п – коэффициент модели при переменной  хt–i, i=0,1,..., п. Из выражения (4.55), в частности, вытекает, что все рассматриваемые переменные модели центрированы. На примере уравнения (4.55) в данном разделе без ограничения общности будут рассмотрены особенности оценки коэффициентов этого класса эконометрических моделей.

Матрица значений независимых факторов для такой модели образована сдвинутыми на один период последовательностями значений переменной хt   и имеет следующий вид:

    

             Х =    
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 (4.56)


Поскольку соседние столбцы матрицы в данном Х случае выражают одно и то же явление в некоторым запаздыванием, то можно ожидать наличие сильной корреляционной зависимости между ними, следствием которой, в свою очередь, является плохая обусловленность матрицы (Х(Х). Разрешить возникающую из-за этого проблему обратимости матрицы (Х(Х) и получить оценки коэффициентов модели, теоретически можно и с использованием рекуррентных методов оценивания, и с помощью метода главных компонент. Однако каждый из этих методов имеет определенные недостатки, обусловливающие появление ошибок в оценках параметров модели из-за округлений в расчетах, потерь информации и т. п., что может привести к искажению существующих закономерностей в развитии рассматриваемых процессов.

Вследствие этого проблемы построения моделей с лаговыми объясняющими переменными часто решают путем преобразования этих переменных в новые относительно независимые факторы. При этом обычно предположений о строгой ортогональности новых факторов не выдвигается.

Обозначим новые независимые факторы, как и главные компоненты через zj, j=1,2,..., k. Как правило, их количество   k, меньше размера сдвига  n,   k( n, хотя это ограничение и не принципиально. Пусть уровень j-го фактора в момент t выражается линейной комбинацией лаговых переменных хt–i:

                           

     

При этом коэффициенты bji, j=1,2,..., k; i=0,1,..., п; выбираются таким образом, что корреляционная взаимосвязь между факторами zj  и zr, j(r, была не слишком значительной.

С использованием новых переменных zj, j=1,2,..., k; сформируем новый вариант эконометрической модели

                                    

    

где (j, j=1,2,..., k –коэффициенты нового варианта модели.

Поскольку факторы zj являются линейными преобразованиями исходных лаговых переменных хt-i, то уравнение (4.58) должно адекватно отображать закономерности изменения переменной уt  в зависимости от значений хt–i, i=0,1,..., п. Вследствие этого теоретически ошибка модели (4.58) должна быть равна ошибке модели (4.55). Предполагая отсутствие сильной корреляции между факторами zj для оценки коэффициентов (1 ,..., (k  модели (4.58), можно использовать обыкновенный МНК, который определяет вектор их оценок с=(с1,..., ck)( на основе известного выражения

с=(Z(Z )–1Z(у.                                (4.59)

При известных оценках с1,..., ck путем подстановки правой части выражения (4.57) в (4.58) легко получить искомую модель, связывающую значения уt  со значениями лаговых переменных хt–i. Сделав такую подстановку, получим




Несложно заметить, что оценки коэффициентов искомой модели (4.55) a0, a1,..., an определяются на основе следующих соотношений:

                       


В векторно-матричной форме система (4.61) может быть представлена в следующем виде:

         а=B(c(, аi=bi(c(,                                  (4.62)

где B =  
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  bi=(bi 0, bi 1,..., bin).

Рассмотренный подход позволяет определить и качественные характеристики оценок a0, a1,..., an, т. е. их дисперсии и ковариации, образующие соответствующую ковариационную матрицу.

Эта задача соответствует задаче определения ковариационной матрицы вектора, получаемого в результате произведения скалярной матрицы на случайный вектор с при известной ковариационной матрице последнего (см. (4.62)). Поскольку элементы матрицы В являются скалярами, т. е. их дисперсии и взаимные ковариации равны нулю, а ковариационная матрица оценок коэффициентов сj, j=0,1,..., п определяется аналогично выражению (2.18)

                                    Сov(c)=((2(Z(Z)–1, 

то элементы ковариационной матрицы оценок aj находятся согласно правилу расчета дисперсий и ковариаций случайных величин, умноженных на скаляр, т. е. (2(dx)=d2(2(x), сov(dx,fy)=d(f(сov(x, y), где d и f – скаляры, а x и y – случайные величины с известными дисперсиями и ковариациями.

 В векторно-матричной форме выражение, определяющее ковариационную матрицу Сov(a)  в целом, представляется в следующем виде:

Сov(a)=((2В(Z(Z)–1В(,                      (4.63)

где (2(aj)=((2 bj (Z(Z)–1bj (;  cov(aj, ar)=((2bj (Z(Z)–1br ( и на практике ((2=(e2.

Для реализации рассмотренного подхода на практике остаются нерешенными две проблемы:

а) нахождения величины максимального лага п ;

б) определения элементов матрицы В, т. е. коэффициентов, выражающих переменные zj  через переменные хi, i=0,1,..., п;     j=1,2,..., k.

Величина максимального лага п  может быть определена двумя дополняющими друг друга способами. Во-первых, значение лага п может быть приблизительно оценено на основании анализа значимости коэффициентов парной корреляции переменных уt  и хt–i, i=0,1,... Последний значимый коэффициент в этой последовательности будет приблизительно соответствовать величине максимального лага. Оценка значимости парного коэффициента корреляции может быть произведена на основе критерия Стьюдента (см. выражение (1.25)).

Согласно второму пути рациональное значение максимального лага может быть оценено путем сопоставления критериев качества вариантов модели, отличающихся количеством лаговых переменных (см. раздел (2.2)).

На практике обычно на основе анализа значимости парных коэффициентов корреляции определяется приблизительное значение максимального лага, которое затем уточняется по результатам анализа критериев качества вариантов модели с лагами, равными и близкими по значению к этой величине.

При выбранном значении максимального лага п определение значений bji   для линейных преобразований переменных хi   в переменные zj,   происходит с учетом предварительных предположений, гипотез о характере изменения коэффициентов (i при лаговых переменных хt–i, i=0,1,..., п. Эти гипотезы обычно выражаются в виде задаваемой формы функциональной зависимости, связывающей значения ai. Правильно сделанное предположение относительно этой формы обычно значительно снижает уровень мультиколлинеарности новых переменных zj, j=1,2,..., k; и упрощает проблему оценки параметров bji  и сj   за счет сокращения их количества, поскольку k(n.

В эконометрических исследованиях достаточно часто используются предположения о возможности аппроксимации коэффициентов (i   многочленами, аргументами в которых выступает величина временного сдвига (текущего лага) переменной хt–i.

Например, согласно предположению Ширли Алмон функция, описывающая изменение коэффициентов (i, в соответствии с теоремой Вейерштрасса может быть аппроксимирована с достаточной точностью на всем отрезке 0–п многочленом r-й степени, так что

         (i =f(i)=d0+ d1(i+d2(i2+...+dr ( ir,          (4.64)

где d0, d1 , d2,..., dr  – неизвестные коэффициенты многочлена.

Будем предполагать, что степень r обеспечивает достаточно точную аппроксимацию зависимости значений ai  как функций от сдвига i. Рассмотрим следующий пример, иллюстрирующий “вычислительную технику” такого подхода. Пусть при величине лага п=5, степень многочлена  r=2. Для этих значений получим, что оценки соответствующих коэффициентов определяются по следующим формулам:

a0=f(0)=d0;

a1=f(1)=d0+d1+d2;

a2=f(2)=d0+2d1+4d2;                                                             (4.65)

a3=f(3)=d0+3d1+9d2;

a4=f(4)=d0+4d1+16d2;

a5=f(5)=d0+5d1+25d2.

Подставив правые части из выражения (4.65) вместо соответствующих коэффициентов в уравнение модели (4.55), получим

     


Из сопоставления выражений (4.66) и (4.60) вытекает, что



b1=(1,1,1,1,1,1);



b2 =(0,1,2,3,4,5); (4.67)



b3=(0,1,4,9,16,25);
r= k–1=2; с1= d0 ; с2= d1 ; с3= d2 .

Из рассмотренного примера непосредственно видно, что в методе Ширли Алмон значения элементов векторов b1, b2 и b3, являющихся  коэффициентами в линейных преобразованиях переменных хi   в переменные zj, i=0,1,..., п;  j=1,2,..., k, подбираются таким образом, что при сильной корреляционной связи между факторами хi  зависимость между новыми переменными zj   существенно ослабнет. Вследствие этого оценки с1, с2,..., ck коэффициентов (1, (2,..., (k   модели (4.58) могут быть определены с помощью обыкновенного МНК без каких-либо проблем. Далее на основе выражений (4.61) и (4.63) находятся для данной модели оценки коэффициентов исходной модели (4.55) a0, a1,..., a5, их дисперсии и ковариации.

Еще раз отметим, что на практике «оптимальная»  величина  неизвестной степени r многочлена (4.64) неизвестна, может быть определена путем построения вариантов модели (4.60) с различными значениями степени r и выбора в качестве окончательного решения варианта с лучшими качественными характеристиками.

Суть другого подхода, развивающего идеи метода Ширли Алмон, состоит в том, что вместо точного значения сдвига в выражении (4.64) используются неизвестные значения функции f((uj), где uj  – некоторая точка интервала (0, r), “близкая” к точке j. При реализации такого подхода значения  u0, u1,..., ur  выбираются произвольным способом. Здесь самое главное, чтобы интервал (u0, ur) включал в себя точки 0, 1 ,..., п. Неизвестные значения f(uj), j=0,1,..., r можно определить на основе имеющейся исходной информации с помощью подхода, предложенного Ширли Алмон.

Обозначим для точек i=0,1,..., п коэффициент при f(u0) в выражении (4.67) как b0i , при f (u1) – как b1i   и т. д., при f (ur) – как bri. Тогда значения f(i)=ai, i=0,1,..., п  будут определены следующим выражением:

             f(i)=b0i (f(u0)+b1i (f(u1)+...+bri (f(ur),           (4.68)

где




Более общий (и более точный) способ определения значений оценок ai  коэффициентов модели (4.55) с лаговой независимой переменной с использованием подхода Ширли Алмон заключается в том, что зависимость f(i)=ai  аппроксимируется интерполяционной формулой Лагранжа. Согласно этой формулы в произвольной точке u(, находящейся внутри интервала (u0, ur), значение многочлена f(u() степени r однозначно определяется по известным его значениям f(u0), f( u1),..., f(ur) в r+1-й точках этого интервала u0, u1,..., ur  согласно следующему выражению:




Если в качестве u(  рассматривать значения u, равные 0,1,..., п, находящиеся в интервале (u0, ur), то при известных точках u0, u1,..., ur  и значениях функций f(u0), f(u1),..., f(ur) в этих точках с помощью выражения (4.67) несложно определить оценки a0=f(0), a1=f(1),...,  aп =f(п) коэффициентов модели (4.55) с лаговой независимой переменной.

Подставив (4.68) вместо коэффициента ai, i=0,1,..., п в модель (4.55), получим

  


Перепишем модель (4.71), выделив коэффициенты f (uj), j=0,1,..., r. Получим 




Из (4.72) непосредственно вытекает, что новые факторы zjt,   j=1,2,..., k определяются как линейные комбинации лаговых переменных хt–i, i=0,1,..., п. В частности,




Неизвестные коэффициенты f(u0)=с1, f(u1)=с2,..., f(ur)=сk, k=r+1; несложно определить как оценки коэффициентов эконометрической модели (4.58) с помощью обыкновенного МНК.

Заметим также, что, если в интерполяционной формуле Лагранжа (4.70) выбрать u0=0, u1=1,..., то выражение (4.70) окажется тождественным выражению (4.64). Это свойство может быть использовано для упрощения расчетов при реализации интерполяционной формулы Лагранжа на практике. На основе более простого выражения (4.64) путем подбора вариантов может быть определено оптимальное значение степени r  этого многочлена, которая затем используется в более точной, но и более громоздкой формуле Лагранжа.

Подход Ширли Алмон легко распространяется и на модели с несколькими лаговыми независимыми переменными. В этом случае аппроксимирующие формулы (4.64) и (4.70) применяются для описания функциональной зависимости коэффициентов при лаговых составляющих каждой из переменных раздельно и затем для каждой из них формируются свои новые факторы как линейные комбинации этих составляющих.

Вопросы к главе IV
1. Опишите процедуру оценки параметров экономерической модели с помощью рекуррентных методов?

2. В чем метода главных компонент?

3. Каковы проблемы использования моделей с главными компонентами?

4. В чем суть метода Ширли Алмон?

Упражнения к главе  IV
Задание 4.1
Для линейного двухфакторного уравнения регрессии 

yt  =(0+ (1 х1t + (2 х2t +(t        (t=1,...,Т)

имеется следующая таблица данных:

	х1t
	10
	20
	30
	40
	50

	х2t
	10
	21
	28
	42
	49

	yt
	26
	44
	29
	90
	101


Требуется:

1.
Определить коэффициент корреляции r12  и матрицу (X*(X*)–1.

2.
Провести следующее преобразование факторов: u1t = х1t и u2t= х1t – х2t   и определить коэффициент корреляции r12(u) , также матрицу  (U*(U*)-1.

3.
Показать, что с точки зрения прогнозирования исходное и преобразованное уравнение эквивалентны, т. е. для каждой пары значений экзогенных переменных (х10, х20) дают одинаковые точечные и интервальные прогнозы математического ожидания.

Задание 4.2
Имеется  линейное двухфакторное уравнение регрессии 

yt  =(0+ (1 х1t + (2 х2t +(t        (t=1,...,Т).

Требуется:

1.
Рассмотреть в общем виде трендовое выравнивание как метод устранения коллинеарности. 

2.
Показать, что при трендовом выравнивании оценки параметров регрессии остаются неизменными.

Задание 4.3

Для линейного трехфакторного уравнения регрессии 

yt  =(0+ (1 х1t + (2 х2t + (3 х3t +(t        (t=1,...,Т),

имеются следующие данные:

	х1t
	10,3
	14,6
	11,4
	17,1
	10,6

	х2t
	20,8
	28,0
	23,0
	30,5
	21,7

	х3t
	4,1
	20,3
	9,8
	8,1
	17,7

	yt
	40,0
	80,0
	55,0
	58,0
	70,0


 Требуется:

1.
Определить корреляционную матрицу R и содержащийся в этих данных размер коллинеарности как det(R).

2.
Рассчитать размер коллинеарности, в случае если из уравнения выводится переменная х2.

3.
Учесть  дополнительную внешнюю информацию, что (1=1,5(2  и определить размер коллинеарности в этом случае.

4.
Построить точечный прогноз математического ожидания целевой переменной у0 для значений экзогенных переменных (х10, х20, х30)(=(8,0; 16,0; 6,0)(
а) при использовании исходного уравнения;

б) при отбрасывании из уравнения экзогенной переменной х2;

в) при использовании внешней информации из п.3.

Задание 4.4
Для линейного трехфакторного уравнения регрессии 

yt  =(0+ (1 х1t + (2 х2t + (3 х3t +(t        (t=1,...,Т),

имеются  данные из задания 4.3.

Требуется:

1.
Определить гребневые оценки параметров для гребневой константы, равной 0,5 и 0,8.

2.
Построить точечный прогноз математического ожидания целевой переменной у0 для значений экзогенных переменных (х10, х20, х30)(=(8,0; 16,0; 6,0)( по обоим оцененным уравнениям.

Задание 4.5
Для линейного трехфакторного уравнения регрессии 

yt  =(0+ (1 х1t + (2 х2t + (3 х3t +(t        (t=1,...,Т),

имеются  данные из задания 4.3.

Требуется:

1.
Оценить уравнение с помощью метода главных компонент, если известно, что первые две главные компоненты учитывают 98,97%  изменчивости матрицы факторов и формируются следующим образом:
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2.
Построить точечный прогноз математического ожидания целевой переменной у0 для значений экзогенных переменных (х10, х20, х30)(=(8,0; 16,0; 6,0)(
Задание 4.6
Для линейного уравнения с лаговыми независимыми переменными 

yt  =(0 хt + (1 хt–1 + (2 хt–2 +... +(t        (t=1,...,Т)

имеются следующие данные (см. табл. 4.1).

Таблица 4.1
	хt
	10
	18
	18
	16
	18
	20
	24
	24
	20
	21

	yt
	–
	–
	–
	–
	–
	18
	20
	21
	22
	23

	хt
	22
	25
	27
	27
	30
	28
	32
	32
	30
	–

	yt
	22
	23
	24
	26
	27
	28
	30
	31
	31
	–


Требуется:

1.
Оценить параметры уравнения с помощью метода Ш. Алмон, если максимальный лаг равен 5, а  порядок аппроксимирующего многочлена – 3. 

2.
Построить ретроспективный точечный прогноз целевой переменной yt.

ГЛАВА V. МЕТОДЫ ОЦЕНКИ КОЭФФИЦИЕНТОВ МОДЕЛЕЙ С ЛАГОВЫМИ ЗАВИСИМЫМИ  ПЕРЕМЕННЫМИ

5.1. Проблемы построения моделей с лаговыми зависимыми переменными

Общий вид линейной эконометрической модели с лаговыми зависимыми переменными может быть выражен следующим уравнением:
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 (5.1)


где (0,..., (n, (1,..., (k  – коэффициенты модели; x1,..., xn, yt–j, j=0,1,..., k – переменные модели, (t  –  ошибка. Из выражения (5.1) непосредственно вытекает, что в состав независимых (объясняющих) переменных входят запаздывающие по отношению к текущему периоду  t значения зависимой переменной y, т. е. yt–1, yt–2,... , yt–k. Необходимость их включения в правую часть модели часто определяется специфическими свойствами исследуемого процесса, например, его инерционностью. Это свойство достаточно характерно для процессов миграции, динамики спроса, финансовых показателей, выпуска продукции. Так уровень миграции из региона i в регион j в году t в определенной степени зависит от аналогичного показателя прошлых лет, т. е. t–1, t–2,..., поскольку ранее переехавшее в регион j население передает в регион i информацию об условиях жизни на новом месте. При положительной информации следует ожидать роста миграции, при отрицательной – уменьшения. Однако в том и в другом случае, прирост потока мигрантов зависит от уровня информированности населения региона i об условиях жизни в регионе j, который в свою очередь связан с количеством ранее переехавших.

Аналогично, уровень спроса на какой-либо товар в период t в определенной степени зависит от числа лиц купивших его в прошлые периоды. Они распространяют информацию о потребительских свойствах товара, объем которой находится в прямой зависимости от числа продаж в прошлом. В такой ситуации при положительной информации можно ожидать роста спроса, при отрицательной – его снижения.

Примерно такие же взаимосвязи между соседними временными значениями зависимой переменной имеют место и среди финансовых показателей – стоимости курсов акций, контрактов и т.п., текущий уровень которых находится в зависимости от предшествующих его значений.

В исследованиях закономерностей динамики выпуска продукции включение в правую часть эконометрической модели лаговой зависимой переменной целесообразно в ситуациях, когда продукция прошлого периода хотя бы частично используется в производственном цикле текущего периода.

Появление лаговых значений зависимой переменной в правой части эконометрической модели часто значительно осложняет проблему получения несмещенных и эффективных оценок ее параметров. Это может произойти из-за воздействия целого ряда обстоятельств.

Во-первых, наличие нескольких лаговых переменных yt–1, yt–2,... зачастую имеет своим следствием плохо обусловленную матрицу X(X по причине достаточно сильной автокорреляционной зависимости между соответствующими ее столбцами. Этот факт, как и в моделях с лаговыми независимыми переменными, ведет к потере качества модели вследствие ухудшения точности оценок ее параметров, снижению их эффективности и устойчивости к незначительным колебаниям исходной информации, ошибкам округления.

Во-вторых, для подобного рода моделей характерной чертой является существование сильной корреляционной зависимости между переменными yt–1, yt–2, ... и ошибкой  (t, что, в свою очередь, ведет к появлению смещения в оценках их параметров при использовании МНК в силу нарушения условия (2.23).

В-третьих, временной ряд ошибки модели  (t  часто характеризуется наличием автокорреляционной связи, вследствие чего оценки параметров модели, полученные непосредственно на основе МНК являются неэффективными.

Проблемы оценки параметров модели (5.1), обусловленные плохой обратимостью матрицы (X(X), могут быть решены рассмотренными в главе IV способами, поэтому в данном разделе им уделять особое внимание не будем.

Рассмотрим более подробно причины появления двух других проблем. Для этого обратимся к модели с лаговыми независимыми переменными, рассмотренной Койком. Эта модель имеет в большей степени теоретическое значение, поскольку в ней используется достаточно жесткое предположение о соотношении коэффициентов при лаговых переменных и не оговорено их количество. Модель Койка представим в виде следующего уравнения:

              


Предположим, что коэффициенты уравнения (5.2) одного знака и их сумма конечна. Тогда выражение (5.2) можно переписать в более компактной форме, используя для этой цели оператор сдвига D. С его помощью одноименные переменные, рассматриваемые в разные периоды времени, приводятся к одному периоду. Например, Dхt=хt–1, D2хt =хt–2, D–1 хt– 1=хt  и т. д. С учетом оговоренных условий выражением (5.2) может быть представлено в следующем виде:

           


где a – общий множитель коэффициентов модели (5.2), выбранный таким образом, чтобы сумма коэффициентов (i  равнялась единице, т. е.
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Койк рассмотрел случай, когда веса (i  находятся в зависимости убывающей геометрической прогрессии. В этом случае все их можно выразить с помощью одного показателя согласно следующему выражению:

(i =(1–( )( i, 0(((1.                        (5.5)     

В этом случае выражение (5.3) преобразуется в уравнение следующего вида:

          


где 


Используя свойства оператора сдвига D, выражение (5.6) можно переписать в следующем виде:




С одной стороны, выражение (5.7) выглядит намного проще исходного уравнения (5.2). Оно содержит всего два неизвестных коэффициента (  и (. C другой стороны, при их оценке отчетливо проявляются две последние из трех рассмотренных выше проблем.

Ошибка модели иt=(t –((t–1  коррелирует  с лаговой переменной y t–1, поскольку y t–1  и ( t–1  корреляционно взаимосвязаны.

Легко также показать, что ошибка модели иt  имеет нулевой коэффициент автокорреляции первого порядка даже в том случае, если процессы (t  и ( t–1  независимы. В самом деле, математическое ожидание ошибки иt=(t–((t–1  равно нулю М[иt]=М[(t]–(М[(t–1]=0, а дисперсия определяется следующим выражением:

D[иt]=М[(t –(( t–1]2=М[(t]2 –2(М[(t( t–1]+(2М[( t–1]2 =

=(1+( 2)М[(t2]=(1+(2)(((2,                     (5.8)               

поскольку М[(t( t–1]=0 в силу независимости значений ошибок (t  и ( t–1, t=1,2,...

Ковариация ошибок иt  и и t–1  определяется согласно следующему выражению:

cov(иt , и t–1)=М[(t –(( t–1, (t–1 –((t–2]=(М[( t–1]2=–(((2,  (5.9)

что опять же вытекает из независимости значений ошибок (t, (t–1  и (t– 2.

Таким образом коэффициент автокорреляции первого порядка ошибки иt   оказывается отличным от нуля:




а ковариационная матрица ошибки иt  определяется следующим выражением:

          Cov(иt)=
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К модели типа (5.7) приводятся, например, так называемые модели ожиданий, в которых текущее значение зависимой переменной yt  связывается не с реальным уровнем независимого фактора хt, а с его ожидаемым значением хt*. Такое предположение может быть использовано, например, в моделях миграции, когда в качестве фактора хt рассматривается соотношение между условиями проживания в регионах i и j в году t. Тогда поток мигрантов из i-го в j-й регион может быть связан с ожидаемым изменением этих условий. Их количественные характеристики в реальности на практике измерить не представляется возможным. Вследствие этого модель целесообразно построить с учетом предполагаемых принципов формирования этих ожиданий. В качестве одного из них часто рассматривается принцип адаптивности ожидания, который формально может быть записан в следующем виде:

                   


Выражение (5.12) отражает тот факт, что ожидаемое изменение фактора рассматривается как некоторая часть от изменений его реальной величины по сравнению с ожиданиями предыдущего периода. Это дает возможность использовать в эконометрической модели наблюдаемую реальную переменную хt  вместо гипотетической хt*.

Таким образом, если исходное уравнение модели было сформировано в виде уравнения 




где через f(z) выражены все остальные независимые факторы, то с учетом (5.12) его можно переписать как
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  (5.14) 


где хt  представляет собой уже реально измеряемую переменную.

Второе слагаемое в правой части модели (5.14) было получено путем преобразования соотношения (5.12), результатом которого является выражение ожидаемого уровня переменной хt* через ее реальное значение хt. Для этого сгруппируем все ожидаемые переменные в левой части, а реальные – в правой. Получим










где D – уже известный оператор сдвига, а ( =1–(.

Подставив правую часть выражения (5.15) место переменной хt*  в уравнение (5.13), получим модель в форме (5.14). 

Умножим левую и правую части модели (5.14) на (1–(D) и перегруппируем вновь получившееся уравнение, выделив в левой части зависимую переменную уt. В результате получим следующее выражение исходной эконометрической модели (5.13) с ожиданиями:




Несложно заметить, что модель (5.16) по своим свойствам аналогична выражению (5.7). Для нее характерными чертами тоже являются наличие корреляционной зависимости между значениями ошибки иt=(t–(( t–1  и иt–1=(t–1–((t–2 и переменной правой части  уt–1  и ошибкой иt, что осложняет проблему оценки ее коэффициентов. Заметим также, что если функция f(z) содержит временные переменные, то с учетом действия оператора D в выражении (5.16) необходимо использовать их сдвинутые назад на один период значения.

Вместе с тем, не все модели с лаговыми зависимыми переменными обладают этими неудобными с точки зрения оценки их параметров свойствами. Например, они отсутствуют в моделях частичной корректировки, связывающей оптимальное значение зависимой переменной уt* с уровнями определяющих ее факторов хit, i=1,2,..., п. 




В качестве такой переменной уt* может выступать объем производства какого-либо товара, который зависит, с одной стороны, от внутрипроизводственных факторов (финансовых, материальных, трудовых ресурсов и т. п.), а с другой, – от уровня рыночного спроса на этот товар. При изменении, например, спроса предприятие не в состоянии быстро скорректировать производственную программу. В результате текущий уровень производства уt  будет отличаться от оптимального у t*. Это различие можно отобразить с помощью корректирующей функции следующего вида:




где ( – корректирующий множитель, 0(((1; (t – случайная ошибка.

Из выражения (5.18) непосредственно следует, что




Подставив (5.19) в (5.17) получим следующий вид эконометрической модели с лаговой зависимой переменной:




где 


Выражение (5.20) очень похоже на модель (5.7), отражающую схему Койка, и на модель адаптивных ожиданий (5.16). Однако в связи с тем, что ошибка ut=(t+((t  в (5.20) имеет достаточно простой вид (она равна сумме двух независимых одновременных ошибок и, очевидно, обладает “оптимальными” для МНК свойствами (2.20)–(2.24)),  априорно нет оснований предполагать, что при определении параметров этой модели могут встретиться сложности, вызванные автокорреляцией ошибки или смещенностью оценок.

Разнообразие типов взаимосвязей между значениями ошибки и независимыми факторами  в моделях с лаговыми зависимыми переменными не позволяет сформировать единый метод оценки их параметров. В следующих разделах будут рассмотрены наиболее часто используемые подходы к получению таких оценок, учитывающие специфику рассматриваемых моделей.

5.2. Основные подходы к  оценке коэффициентов эконометрической модели, содержащей лаговые зависимые переменные

Из материала предыдущего раздела вытекает, что эконометрические модели, содержащие в правой части лаговые зависимые переменные, неоднородны по своим свойствам. В основном это обусловлено появлением специфических свойств у ошибки модели, выражаемых через  особенности ее автокорреляционной функции и корреляционных взаимосвязей с независимыми (лаговыми) переменными. В литературе, посвященной проблемам эконометрического моделирования, выделяют три основных варианта возможных свойств этой ошибки.

Вариант 1. Ошибка модели (t  по своим свойствам является стационарным процессом второго порядка с нулевым математическим ожиданием, постоянной дисперсией и нулевыми автокорреляциями всех порядков. Это означает, что ее ковариационная матрица удовлетворяет соотношению Cov(()=((2E.

Как следует из раздела 2.1, это предположение позволяет использовать для оценки параметров модели (5.1) обыкновенный МНК, если только не возникает сложностей с обращением матрицы (X(X) и возможным появлением смещения у получаемых оценок из-за наличия корреляционных взаимосвязей между некоторыми независимыми факторами – лаговыми переменными и ошибкой. Эти взаимосвязи могут быть обусловлены тем, что переменная уt  может иметь сильную автокорреляционную зависимость (может быть даже только первого порядка). В результате этого столбцы матрицы (X(X), сформированные рядами уt–1 и у t–2,  уt–2 и уt–3 и т. д., будут характеризоваться сильной корреляционной взаимозависимостью, следствием которой является плохая ее обратимость. Этот негативный эффект часто проявляется, когда число лаговых переменных не меньше двух. При этом обратимость матрицы (X(X) ухудшается с ростом числа таких переменных.

Смещенность оценок может иметь место даже при единственной лаговой переменной уt–1. Причем в малых выборках, т.е. при небольшом количестве измерений Т, она усиливается. Дело в том, что поскольку корреляция между зависимой переменной уt   и ошибкой (t  достаточно значительная, то в условиях сильной автокорреляционной зависимости между рядами уt и у t–1 будет наблюдаться и значительная взаимосвязь между рядами уt–1 и (t, т. е. Соv(уt–1, (t)(0.

Вместе с тем, оценки коэффициентов модели (5.1), получаемые с помощью обыкновенного МНК, являются эффективными в силу выполнения условия Cov(()=((2E. Поэтому на практике  все же рекомендуется при их получении использовать именно этот метод (или его модификации, позволяющие смягчить проблему плохой обратимости матрицы (Х(Х)–1), мирясь со смещением оценок параметров, тем более что с ростом числа измерений величина  смещения обычно стремится к нулю.

Вариант 2. Ошибка модели является аддитивной функцией текущего и предшествующего значений “белого шума” как это имеет место в выражениях (5.7) и (5.16). Представим такую функцию как и в разделе 5.1 в следующем виде:

иt=(t –(( t–1,                                (5.21)

где  ( – априорно неизвестный коэффициент, 0(((1, (t  – значение случайного процесса типа “белого шума” с нулевым средним, конечной дисперсией и нулевыми коэффициентами автокорреляции, начиная с первого.

В разделе 5.1 было отмечено, что в этом случае ковариационная матрица ошибки модели иt отлична от диагональной, т. е. Cov(и)((и2E. Ее вид определен выражением (5.11). Вследствие этого применение обыкновенного метода наименьших квадратов при определении параметров такой модели ведет к получению неэффективных оценок.

Вторая проблема, которая также имеет место в этом случае, заключается в том, что обыкновенный МНК дает смещенные оценки параметров модели в силу наличия корреляционной взаимосвязи между переменной у t–1, входящей в правую часть модели, и одновременной составляющей ошибки ( t–1. Напомним, что вследствие такой зависимости математическое ожидание ошибки вектора a, определяемой выражением (a=(X(X)–1X(и, не равно нулю, а является функцией от ковариации столбца уt–1, входящего в матрицу X, и столбца (t–1, поскольку в силу отмеченной зависимости Cov(уt–1,  ( t–1)(0 (см. раздел 3.3).

Здесь следует отметить, что величина смещения оценки параметров оказывается тесно связанной с составом и количеством независимых переменных, входящих в правую часть эконометрической модели. Результаты эконометрических  исследований этой проблемы подтверждают, что присутствие в модели нескольких лаговых зависимых переменных, т. е. уt–1, уt–2, уt–3,... усиливает смещение оценок ее параметров и, наоборот, присутствие независимых переменных х1t, х2t,... способствует уменьшению абсолютных величин смещений оценок.

В общем случае проблема смещения оценок оказывается более сложной, чем проблема потери этими оценками свойства эффективности. Для ее решения обычно рекомендуется использовать подход, связанный с заменой в матрице Х столбцов значений факторов, вызывающих смещение, на столбцы значений так называемых инструментальных переменных (см. раздел 3.3).

Инструментальная переменная zt, замещающая в эконометрической модели фактор, коррелирующий с ошибкой, должна обладать следующими двумя свойствами. Во-первых, она должна иметь сильную корреляционную связь с заменяемым ею фактором, и, во-вторых, быть слабо связанной с ошибкой модели иt. Для моделей типа (5.7) и (5.16), например, необходимо найти инструментальную переменную, замещающую лаговый фактор у t–1, т. е. переменную zt–1, обладающую двумя отмеченными свойствами.

Проблемы использования инструментальных переменных при оценке коэффициентов эконометрических моделей рассмотрены в разделе 3.3, а также в главе VIII.

Проблема получения эффективных оценок коэффициентов моделей с лаговыми зависимыми переменными типа (5.7) и (5.16) при известном значении коэффициента (, а, следовательно, и корреляционной матрице вектора ошибки иt, определенной, исходя из выражения (5.11), как

(=   
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могла бы быть решена с использованием обобщенного МНК.

Однако на практике значения (, а, следовательно, и значение 

, характеризующее коэффициент автокорреляции ошибки иt, является неизвестным. Очевидно, что для модели (5.7) и (5.16) оно удовлетворяет соотношению –1/2(((0. 

В этом случае для оценки параметров этих моделей можно предложить один из подходов, связанных с использованием двухшагового МНК, которые были рассмотрены в главе III.

Вариант 3. Значение ошибки модели в момент t оказывается связанным со значением в момент t–1. Иными словами, ряд ошибки модели (t  удовлетворяет следующему соотношению:

(t=(( t–1+(t ,                               (5.23)

где((((1 и (t (N(0, ((2).

Этот вариант не вытекает из рассмотренных в главе V моделей. Однако он достаточно часто встречается в практических исследованиях (см. раздел 3.1).

Проблемы оценки параметров моделей с лаговыми зависимыми переменными при условии (5.23) возникают вследствие совместного действия двух причин – наличия корреляционной связи между независимым фактором уt–1  и ошибкой иt и автокорреляционной зависимостью самой ошибки.

Как показано в разделе 3.1 (см. выражение (3.27)), корреляционная матрица вектора ошибки при выполнении условия (5.23) определяется следующим выражением:

( =   
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Даже при известном значении коэффициента автокорреляции ( с помощью процедур, основанных на использовании обобщенного МНК, можно было бы получить достаточно качественные (эффективные) оценки параметров эконометрической модели (см. раздел 3.2). Однако использование этого метода напрямую приводит к получению смещенных оценок.

Наоборот, использование, например, инструментальных переменных (речь идет о замене независимого фактора yt–1  на инструментальную переменную zt–1) , как это было показано выше в этом разделе, могло бы уменьшить или вообще устранить смещение в оценках параметров модели. Но полученные с их помощью оценки не будут эффективными.

В сложившихся условиях для получения несмещенных и эффективных оценок параметров эконометрической модели с лаговыми зависимыми переменными в качестве универсального подхода рекомендуется достаточно громоздкая трехэтапная процедура, которая сочетает в себе подходы, связанные с использованием и инструментальных переменных, и обобщенного МНК. Не снижая общности, рассмотрим особенности ее применения на примере достаточно простой модели с одной лаговой переменной уt–1 и независимым фактором хt. Она может быть записана в следующем виде:

                           


1. На первом шаге этой процедуры с использованием вместо у t–1   инструментальной переменной zt  можно получить несмещенные оценки коэффициентов уравнения (5.24) на основе следующего выражения:

                          a=(Z(X)–1Z(y,                                   (5.25)  

где матрицы Z и Х имеют следующий вид:


Z =    
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z t–1  – значения инструментальной переменной, замещающей лаговую переменную у t–1, t=1,2,... Т.

2. На втором шаге процедуры определяются экспериментальные значения остатков модели (5.24)

                               


На основании ряда et, t=1,2,... Т можно получить оценку коэффициента автокорреляции ошибки первого порядка (1. Для ее расчета рекомендуется использовать формулу, учитывающую поправку на смещение оценки:




3. На основании значений r формулируют корреляционную матрицу остатков модели (5.24), которая в данном случае будет иметь следующий вид:


( =        
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Вектор оценок коэффициентов модели (5.24) в этом случае определяется на основании обобщенного метода наименьших квадратов

                                  a=(Х((–1X)–1Х((–1y,                                (5.28)

где матрица Х  имеет тот же вид, что и в выражении (5.25).

Изложенная процедура позволяет получить состоятельные оценки параметров модели с лаговыми зависимыми переменными в правой части. Однако нельзя утверждать, что они будут “абсолютно” эффективными, поскольку при формировании матрицы Z использовалась оценка r истинного значения первого коэффициента автокорреляции остатков (, которая, в свою очередь, определялась на основе оценок значений ошибки (t .

5.3. Особенности использования инструментальных переменных в оценках параметров моделей

В научных публикациях можно встретить рекомендации выбирать в качестве значений переменной (обозначим их как 

) расчетные значения переменной у, полученные путем аппроксимации ее исходного ряда на основе использования какой-либо другой эконометрической модели. Иными словами, если имеется возможность построить модель типа

уt=ft (z)+( t,                                        (5.29)

то в качестве значений инструментальной переменной следует использовать ряд

=ft–1(z), где z – набор факторов, входящих в данную альтернативную модель, ( t  – ошибка этой модели.

Здесь следует предостеречь от одной достаточно типичной ошибки, которая часто встречается при выборе состава факторов z. Дело в том. что в некоторых литературных источниках высказываются предложения включать в состав факторов z независимые факторы хi, i=1,2,..., используемые в основной модели. Этого делать не следует по той причине, что полученный ряд 

 может иметь сильную корреляционную взаимосвязь с теми же переменными хi,  что повлечет плохую обусловленность матрицы (X(X) и связанные с ней ошибки в оценках коэффициентов основной модели.

На наш взгляд, в отсутствие переменных z вместо модели (5.29) можно использовать временные зависимости уt=f(t), аппроксимирующие тенденцию изменения переменной уt.

В некоторых исследованиях также удается отыскать инструментальную переменную (обозначим ее как (t), выражающую то же явление и вследствие этого имеющую ту же тенденцию, что и переменная уt, и использовать ряд (t–1   вместо  ряда уt–1  в исходной модели. Так, например, если переменная уt выражает среднедушевой доход, то в качестве переменной (t может быть использован показатель товарооборота на одного жителя и т. п.

Вопросы к главе V
1. Какие проблемы возникают при построении моделей с лаговыми переменными?

2. Что представляет собой модель Койка?

3. Перечислите основные подходы к оценке коэффициентов эконометрической модели, содержащей лаговые зависимые переменные?

4. Каковы особенности использования инструментальных переменных в оценках параметров моделей? 

Упражнения к главе V
Задание 5.1
Имеется модель с лаговыми эндогенными переменными.

Требуется:

1.
Представить модель в общем виде в матричной форме записи

у=Х((+( 

 и пояснить специфику матрицы Х.

2.
Выяснить, какими свойствами должен обладать вектор оценок параметров (



Исходить из гомоскедастичности и отсутствия автокорреляции ошибок.

3.
Дать 3 модели с лаговыми переменными, объясняющие потребление домашних хозяйств. В качестве экзогенной переменной использовать доход.

Задание 5.2
Имеется модель Койка
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как частный случай модели с распределенными лагами.

Требуется:

1.
Показать, что это уравнение является моделью с лаговыми эндогенными переменными. 

2.
Показать распределение лагов для (=0,5 и (=0,8.

3.
Определить средний лаг.

Задание 5.3

Имеется следующая модель с распределенными лагами:


[image: image18.wmf]t

j

t

j

t

j

y

x

=

+

×

×

+

å

-

-

=

¥

1

0

5

0

6

1

0

,

,

,

e


где (t ((0, (2).

Требуется:

1.
Определить коэффициенты реакции yt на xt–j–1  для первых трех периодов.

2.
Определить веса отдельных хt–j-1 для j=0,...,2  в распределении лагов. 

3.
Преобразовать модель в уравнение с конечным числом переменных.

Задание 5.4

Связь между ВНП и денежной массой исследуется с помощью следующей модели:
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Установлено, что (t   не коррелированны и гомоскедастичны. Получены оценки a=0,3 и b=0,7.

Требуется: 

1.
Представить исходную модель в виде геометрической модели с распределенными лагами.

2.
Определить реакцию дохода в году t0+3, если денежная масса в году t0   увеличилась на 1 единицу.

ГЛАВА VI. ЛИНЕЙНЫЕ МОДЕЛИ ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ

6.1. Стационарные временные ряды

Широкий круг социально-экономических, технических и естественнонаучных процессов часто представляется набором последовательных значений показателя у1, у2,..., уt,..., уТ, зафиксированных в равноотстоящие друг от друга моменты времени t=1,2,... Т, так что интервал (t, t+1) является постоянным. Этот набор значений уt, t=1,2,... обычно называется временным рядом (временной серией). Такой ряд представляет собой дискретный временной процесс.

Изменения значений уt  во времени в реальной жизни обычно происходят под воздействием каких-либо причин, факторов. Однако в силу их многочисленности, сложности измерения, неразработанности теоретических предположений относительно взаимосвязей с переменной у и т. п. обосновать и построить “подходящую” для описания процесса уt, t=1,2,... многофакторную эконометрическую модель классического типа не всегда представляется возможным. В результате в отношении ряда уt часто выдвигается предположение, что совокупное влияние этих факторов формирует как бы внутренние закономерности в развитии процесса уt, что дает возможность применить для его описания эконометрическую модель из специфического  класса  моделей временных рядов.

Модели временных рядов активно применяются в исследованиях динамики значительного числа реальных процессов различной природы. Они часто используются в исследованиях динамики пассажиропотоков, складских запасов, спроса на различные виды продукции, миграционных процессов в человеческом и биологических сообществах, в радиотехнике, анализе химических процессов, моделировании природных событий: динамики числа солнечных пятен, природных катастроф и многих других процессов.

Самое широкое применение модели временных рядов нашли в исследованиях финансовых рынков, в анализе динамики финансовых показателей, прогнозировании цен на различные товары, курсов акций, соотношений курсов валют и т. п.

Пожалуй, общим для всех моделей временных рядов является предположение о том, что текущее значение процесса yt в значительной степени предопределено его предысторией, т. е. величина показателя yt  генерируется значениями yt–1, yt–2,... согласно характерным для этого временного ряда закономерностям. Математически это допущение может быть выражено следующим общим уравнением:



 

где, как и ранее, (t представляет собой ошибку модели в момент  t.

Функция f как раз и выражает характер взаимосвязей, сложившихся в рассматриваемом временном ряду уt, t=1,2,...  При удачном подборе этой функции правая “детерминированная” часть выражения (6.1) будет в некотором смысле “близка” к реальным значениям этого ряда. Как и ранее “степень близости” обычно устанавливается по характеристикам и свойствам ряда ошибки (t, t=1,2,... Здесь имеется в виду прежде всего минимальная  дисперсия, соответствие белому шуму и т. п.

Для широкого круга процессов функция f имеет линейный вид. Например, 

 Вопросы построения линейных моделей временных рядов и анализа их основных свойств и будут рассмотрены в данной главе.

Линейные модели временных рядов применяются, как правило, для описания стационарных процессов. При этом обычно имеются в виду стационарные процессы второго порядка. Напомним, что стационарный процесс п-го порядка характеризуется постоянными значениями всех своих моментов порядка п и ниже на всех временных отрезках, входящих в интервал t=1,2,..., Т. У строго стационарных процессов постоянными являются моменты всех порядков. Таким образом, для любых двух интервалов времени (Т1, Т2) и (Т3, Т4) для стационарного процесса второго порядка уt  должны выполняться условия, характеризующие равенство на рассматриваемых интервалах математических ожиданий, дисперсий и однопорядковых коэффициентов автокорреляций исследуемого процесса. На практике это означает, что для соответствующих оценок перечисленных показателей должны иметь место следующие соотношения:

            


        





где 

 и 

 – оценки математических ожиданий; 

 и 

 – оценки дисперсий; 

 и 

– оценки коэффициентов автокорреляции i-го порядка процесса уt  на 1-ом и на 2-ом интервалах соответственно;

 – среднее значение процесса (оценка математического ожидания) на интервале (1,Т); D(y) – оценка дисперсии процесса на интервале (1,Т).

Заметим, что на практике равенства (6.2)–(6.4) рассматриваются в статистическом смысле. Иными словами, например, равенство 

=

   может в точности не выполняться. Однако гипотеза о постоянстве математического ожидания процесса уt может быть принята, если значения 

 и 

 удовлетворяют соответствующему статистическому критерию.

Для проверки соответствия реального временного ряда уt, t=1,2,... стационарному процессу, т. е. для проверки выполнимости условий (6.2)–(6.4), обычно используются соответствующие тесты. При этом в некоторых случаях для одного и того же условия возникает необходимость применять несколько тестов, если по результатам одного теста нельзя вывести суждение о безусловной истинности или ложности выдвинутой гипотезы. Все множество таких тестов разделяется на три основные группы: непараметрические, полупараметрические и параметрические тесты.

Непараметрические тесты не выдвигают заранее каких-либо сведений о законе распределения тестируемого временного ряда, его параметрах. Они исследуют взаимосвязи между порядками следования образующих его значений, выявляют наличие или отсутствие закономерностей в продолжительности и (или) чередовании их серий, образованных, например, последовательностями единиц совокупности с одинаковыми знаками, сменой знаков у этих единиц и т.п.

Полупараметрические тесты обычно используют относительно слабые предположения о характере распределения значений временного ряда. Они, например, относятся к общим свойствам функции распределения приростов значений ряда –симметричности, расположения квантилей. Оценки параметров распределения в таких тестах определяются по порядковым статистикам: среднее  по медиане, среднеквадратическое отклонение – по размаху (абсолютной разнице между наибольшим и наименьшим значениями ряда) и т. п.

Параметрические тесты применяются при относительно строгих предположениях относительно законов распределения временного ряда, его параметров. Они, как правило, оценивают меру близости между эмпирическими характеристиками распределения временного ряда и их теоретическими аналогами. На основании величины этой меры делается вывод о целесообразности принятия или отвержения гипотезы о соответствии свойств рассматриваемого ряда стационарному процессу.

Рассмотрим некоторые достаточно часто используемые на практике тесты на стационарность более подробно.

6.1.1. Параметрические тесты стационарности

Из определения стационарного процесса второго порядка, формализованного с помощью выражений (6.2)–(6.4), непосредственно вытекает, что очевидными параметрическими критериями при проверке реального процесса на стационарность являются критерии Стьюдента и Фишера. Они могут быть использованы для проверки гипотез о постоянстве на рассматриваемом интервале t=1,2,..., Т математического ожидания, коэффициентов автокорреляции и дисперсии. Эти критерии применяются в предположении о нормальном законе распределения как значений временного ряда yt , так  и его выборочных параметров, что является справедливым для многих реальных процессов.

Тестирование математического ожидания.
Общий тест процедуры проверки гипотезы о постоянстве математического ожидания может быть организован следующим образом. Интервал времени (1,Т) (и соответственно временной ряд уt, t=1,2,...Т) разбивается на две части, не обязательно одинаковые по количеству содержащихся в них значений уt, с количеством наблюдений Т1  (t=1,2,..., Т1) и Т2 (t=Т1+1,..., Т), Т2=Т–Т1. 

Для каждой из частей определяются оценки 

 и 

,  

 и  

 – выборочных математического ожидания и дисперсии переменной уt соответственно. Далее рассчитывается значение критерия Стьюдента по формуле

                                 

  

если предполагается, что значения дисперсий на этих участках не равны между собой, т. е. 

, и по формуле 

                       

  

если 


Если оказывается справедливым неравенство

                                 ( ( (* ( р* ,(),                                 (6.7) 

где р*  – заданный уровень доверительной вероятности             (р*=0,95; 0,97...); (=Т1+Т2–2 – число степеней свободы;                 (*(р*,() – критическое значение критерия Стьюдента, соответствующее значениям р*  и (, то гипотезу о постоянстве математического ожидания процесса уt целесообразно принять. Вероятность ошибки такого решения при этом составляет 1–р*. В противном случае, т. е. при (((*(р*,(), эта гипотеза отвергается.

В принципе для большей достоверности вывода о постоянстве математического ожидания временного ряда уt, t=1,2,...,Т  интервал наблюдений может быть разделен на несколько частей (если количество наблюдений достаточно велико). В этом случае проверяется гипотеза о равенстве оценок средних значений ряда, рассчитанных на этих частях. Для этих целей часто используется критерий Фишера. Его расчетное значение в данном тесте определяется как отношение взвешенной суммы квадратов отклонений этих оценок от средней временного ряда в целом к средней дисперсии временного ряда:

                          


где п – число частей разбиения интервала (1,Т); Тj  – число измерений переменной уt на j-й части; j=1,2,..., п; 

 – среднее значение временного ряда в целом; 

 – средняя дисперсия, значение которой рассчитывается на основании следующей формулы:




где 

 – дисперсия, рассчитанная на j-й части интервала (1,Т).

Если оказывается справедливым соотношение 

                           F(F(р*,(1,(2),                                   (6.9)    

где F(р*,(1,(2) – табличное значение критерия Фишера для уровня доверительной вероятности р*  и числе степеней свободы (1=п–1, (2=Т1+Т2+...+Тn–п, то гипотеза о постоянстве математического ожидания временного ряда на всем интервале (1,Т) принимается с вероятностью р*. В противном случае она отвергается. 

Тестирование дисперсии.
Проверка гипотезы о постоянстве дисперсии временного ряда уt, t=1,2,...,Т в случае разбиения исходного интервала на две части обычно осуществляется с использованием двухстороннего критерия Фишера. Обязательным условием при этом также является нормальный закон распределения значений уt .

Расчетное значение критерия Фишера определяется по следующей формуле:

                                    

   

где 

 и 

 – оценки дисперсии ряда на первой и второй частях соответственно с числом измерений Т1 и Т2.

Если для заданного уровня доверительной вероятности р* оказывается, что значение F удовлетворяет неравенству 

                          


то гипотеза о постоянстве дисперсии временного ряда может быть принята, т. е. предположение о том, что 

=

=

  является обоснованным с вероятностью р*.

В выражении (6.11) значения 

 и 

являются табличными (левосторонним и правосторонним) значениями критерия Фишера, соответствующими вероятности ошибки второго рода (

) с числом степеней свободы 

=Т1–1 и 

=Т2–1. Заметим, что эти значения удовлетворяют следующему соотношению:

                            


Вследствие этого на практике обычно проверяется только соотношение

                               


при условии, что 

(

.

При средних (Т(100) и больших (Т(100) объемах временного ряда вместо критерия Фишера для проверки гипотезы о постоянстве его дисперсии рекомендуется использовать стандартизованное нормальное распределение. В первом случае, т. е. при средних выборках,  принимается во внимание, что закону N(0,1) подчиняется случайная величина, определяемая как 

                             


Во втором случае (при больших выборках) расчетное значение стандартизованной случайной величины оценивается следующим образом:

                          


В обоих случаях, если оказывается справедливым соотношение

                                          ((((((р*),                               (6.16)    

где ((р*) – табличное значение стандартизованного нормального закона, соответствующего доверительной вероятности р*, то гипотеза о постоянстве дисперсии принимается.

При разбиении временного ряда уt, t=1,2,...,Т на несколько частей (п(2) для проверки гипотезы о постоянстве дисперсий может быть использован критерий Кокрена, основанный на распределении Фишера. Он обычно применяется в предположении, что объемы этих частей равны между собой, т. е. Т1=Т2=... =Тп=N. Расчетное значение этого критерия определяется по следующей формуле:

                              

 

где 

= 


Табличное значение критерия Кокрена, соответствующее заданной доверительной вероятности и числам степеней свободы (1=п и (2=Т–1, определяется на основании табличного значения F-критерия следующим образом:

                 


где p* – уровень доверительной вероятности, 

– табличное значение критерия Фишера, выбранное для уровня доверительной вероятности 

 и числа степеней свободы (1=N–1 и (2=(п –1)((1.

Если оказывается справедливым соотношение 

К( К(p*, п,(1),                                   (6.19) 

то гипотеза о постоянстве дисперсии временного ряда уt,            t=1,2,..., Т принимается с вероятностью p*.

Здесь следует отметить, что более мощным по сравнению с критерием Кокрена, но и одновременно более чувствительным по отношению к отклонениям от нормального вида закона распределения значений временного ряда уt, t=1,2,...,Т является критерий Бартлетта. Этот критерий обычно  используется при проверке гипотезы о постоянстве дисперсии нормально распределенного ряда при разбиении на интервале (1,Т) на число частей, превышающее два.

Критерий Бартлетта основан на использовании распределения Пирсона – (2. Согласно этому критерию случайная величина (, рассчитанная на основе  следующего выражения:




распределена примерно по закону (2     с  п–1 степенями свободы. В выражении (6.20)  si2, i=1,2,..., n – оценка дисперсии на i-м интервале; 

 – средняя дисперсия на п интервалах; (i=Ti–1 – число степеней свободы на i-м интервале.

 Величина с рассчитывается согласно следующей формулы:
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 При больших значениях (i ,  с (1.

Для частного случая, когда (1=(2=...=(n=(  и, таким образом, 

=T–n,




 где с=1+[(n+1)/3k((].

Если оказывается, что расчетное значение ( не превышает табличного значения (2(p*,(), где p* – уровень доверительной вероятности и (=п–1 – число степеней свободы, то гипотеза о равенстве дисперсий s12 =s22=...=(2 на рассматриваемых частях временного интервала (1,Т), т. е. гипотеза о постоянстве дисперсии временного ряда уt, t=1,2,..., Т принимается. В противном случае, когда ((( 2 (p* , п –1), эта гипотеза отвергается.

Тестирование коэффициентов автокорреляции.
Теоретически для проверки гипотезы о постоянстве коэффициентов автокорреляции (автоковариации) могут использоваться те же процедуры (критерии), что и для проверки аналогичных гипотез для средних (автокорреляция) и дисперсии (автоковариация). Вместе с тем, к результатам такой проверки следует относиться с определенной осторожностью, особенно при использовании критерия Стьюдента. Это обусловлено тем, что дисперсии выборочных коэффициентов автокорреляции определяются с достаточно большой погрешностью, которая увеличивается с ростом значений самого коэффициента автокорреляции. Рост погрешности вызван прежде всего усиливающимися в этой ситуации несимметричностью закона распределения выборочного коэффициента автокорреляции и его расхождением с нормальным распределением. Увеличивает погрешность и возрастающая с увеличением значений выборочных коэффициентов автокорреляции ковариационная связь между ними. В частности, Бартлетт показал, что между парами выборочных коэффициентов автокорреляции существует достаточно сильная статистическая связь. Ее величина при больших задержках приблизительно может быть оценена на основании следующего выражения:




где ri   – значений i-го выборочного коэффициента автокорреляции.

Наличие такой связи может вносить существенные смещения в  оценки значений как самих коэффициентов автокорреляции, так и в их дисперсии.

В общем случае, величина дисперсии коэффициента автокорреляции может быть оценена с использованием формулы Бартлетта:




где индекс j зависит от длины ряда Т. Его величина определяется требованием статистической достоверности используемых в выражении (6.23) значений коэффициентов автокорреляции, в первую очередь, значений rj +k. 

Для реальных временных рядов автокорреляционная функция часто имеет вполне определенный вид. Коэффициенты автокорреляции могут быть равны нулю после некоторой задержки, т. е. ri=0, i(k, затухать по экспоненте, rk=rik. В последнем случае, например, дисперсия первого коэффициента автокорреляции может быть определена приблизительно по следующей формуле:




Отметим, также что при небольших значениях коэффициента автокорреляции его распределение является приблизительно нормальным. Его дисперсия в этом случае может быть приблизительно оценена по следующей формуле:




где индексы k принадлежат приближающимся к нулю коэффициентам автокорреляции после некоторой задержки q. 

В практических расчетах для этой цели рекомендуется использовать упрощенную формулу дисперсии коэффициентов, имеющую следующий вид:




Заметим, что выражения (6.25) и (6.26) могут быть применены при определении значимости (отличности от нуля) коэффициентов автокорреляции с использованием критерия Стьюдента. Его значение рассчитывается на основании следующей формулы:




6.1.2. Непараметрические тесты стационарности

Параметрические критерии проверки стационарности достаточно неудобны в практических исследованиях и весьма ограничены в применении из-за своих достаточно строгих предположений относительно нормальности закона распределения временного ряда уt, t=1,2,... . Они требуют значительных вычислений. Вместе с тем, реальные временные ряды могут быть распределены по закону, отличающемуся от нормального, и, как это будет показано далее, условие нормальности распределения ряда уt   не является обязательным при построении эконометрических моделей, описывающих такие ряды. 

Вследствие этого на практике при проверке свойств стационарности процессов часто используются непараметрические критерии, которые не имеют подобных ограничений по закону распределения временного ряда уt, да и не столь сложны по своим вычислениям.

Тест Манна-Уитни (тестирование математического ожидания).
В частности, вместо критерия Стьюдента может быть использован непараметрический критерий Манна-Уитни (критерий и*). Он чуть слабее критерия Стьюдента в случае временных рядов с нормальным распределением, однако имеет неоспоримые преимущества по сравнению с параметрическими критериями в случае, если распределение временного ряда отличается от нормального.

Критерий и*  применяется  для проверки идентичности распределений двух совокупностей (в нашем случае, временных последовательностей одного временного ряда уt, определенных на разных временных частях интервала t=1,..., Т).

Предположим, что первая совокупность образована Т1 последовательными значениями уt, а вторая – Т2 его последовательными значениями, и эти последовательности не пересекаются.

Все значения этих совокупностей объединяются в один ряд, в котором они располагаются в порядке возрастания с первого по (Т1+Т2)-й вне зависимости от принадлежности к той или иной последовательности. Вместе с тем, в этой единой последовательности символом у1  отметим элементы первой последовательности, а символом у2  – второй. В результате формируется структурный временной ряд, состоящий из Т1+Т2   элементов, в котором символы у1  (Т1 элементов) и символы у2 (Т2 элементов) оказываются перемешанными между собой.

Для сформированного таким образом временного ряда возможно 

различных структур, под которыми понимаются последовательности с различающимися порядками следования элементов из первой и второй совокупностей. Иными словами, структуры, у которых изменились места элементов одной и той же совокупности различными не считаются.

Логика теста состоит в следующем. Если ряд стационарный, то последовательности у1  и у2 практически   не отличаются одна от другой и их элементы перемешаны между собой. При этом появление каждой из возможных структур имеет равную вероятность. Если же ряд отличается от стационарного, то общая последовательность будет разделена на более или менее однородные массивы, состоящие в основном из единиц той или иной совокупности. Например, элементы совокупностей будут скапливаться на разных концах общей последовательности. Такие структуры в случае, например, увеличивающегося (или уменьшающегося) нестационарного временного ряда будут иметь большую вероятность появления.

Соответствующий тест Манна-Уитни осуществляет проверку гипотезы о стационарности временного ряда уt  на основе расчета статистики и* (значения критерия), представляющей собой число случаев, когда элементы из совокупности у1 предшествуют элементам совокупности у2. Иными словами, значение и*  равно количеству элементов из у1, предшествующих наименьшему по величине элементу из у2, плюс количество элементов из у1, предшествующих следующему за ним элементу из у2, включая и ранее уже учтенные элементы первой совокупности и т. д., пока не будет включено в сумму количество элементов из у1, предшествующих последнему элементу из у2.

На практике значение и* рассчитывается либо через сумму рангов элементов первой совокупности, либо через сумму рангов элементов второй совокупности, с которыми оно связано следующими соотношениями:







где R1   и R2 – суммы рангов элементов первой и второй совокупностей соответственно, определяемых по их общей последовательности. 

Для больших последовательностей (Т(50; 100) случайная величина и* распределена по нормальному закону с математическим ожиданием 




и дисперсией




Таким образом, случайная величина z, определяемая как




является нормированной величиной с нулевым средним и единичной дисперсией, распределенной по стандартизованному нормальному закону, z(N(0,1).

В формуле (6.31) поправка 1/2 вводится для обеспечения непрерывности величины z. Она прибавляется, если z(0, и вычитается, при z(0.

Таким образом, если обе совокупности идентичны, и их элементы будут перемешаны между собой, то можно ожидать, что значения и*  будут находиться недалеко от своего среднего уровня (соответственно z – около нуля). Гипотеза о стационарности процесса уt, t=1,2,..., Т  в этом случае может быть принята с доверительной вероятностью p*, если будет выполнено следующее неравенство




где х1 и х2 определяются из следующего равенства:

                                                                            х2

[image: image21.wmf]p

х

z

x

p

(

)

*

1

2

£

£

=

=

 

(


                                                                        х1
где 


В частности, при p*=0,95, расчетное значение z  должно находиться в следующем интервале:

–1,96( z(1,96.

Тест Сиджела-Тьюки.
Вместо параметрического критерия Фишера (F-критерия) для проверки гипотезы о постоянстве дисперсии временного ряда уt   на интервале  t=1,2,...,Т  может быть использован непараметрический критерий Сиджела-Тьюки, который также основан на сопоставлении рангов элементов двух совокупностей из рассматриваемого интервала.

Тест проверки этой гипотезы состоит в следующем. Исходный временной ряд уt, t=1,2,...,Т центрируется, т. е. определяются значения 

, где 

 – среднее значение ряда уt. Далее интервал (1,Т) разделяется на две части (желательно равные), так что на первой из них располагаются элементы первой центрированной совокупности у1, а на второй – элементы второй совокупности – у2. Далее элементы из двух центрированных совокупностей у1  и у2   объединяются в одной таблице с запоминанием “своей совокупности” согласно следующему правилу ранжирования. Ранг 1 приписывается наименьшему отрицательному значению, которое располагается на первом месте вверху таблицы. Ранг 2 приписывается наибольшему положительному значению, которое располагается на последнем месте внизу таблицы. Ранг 3 приписывается значению следующему за наименьшим, которое располагается на втором месте вверху таблицы. Ранг 4 – значению, следующему за наибольшим, которое располагается в таблице на втором месте снизу. Ранг 5 приписывается третьему по порядку наименьшему значению. Оно располагается в таблице на третьем месте сверху. Ранг 6 приписывается третьему по порядку наибольшему значению, которое располагается на третьем месте таблицы снизу и т. д.

Таким образом, в таблице номера рангов увеличиваются от краев к центру согласно следующей закономерности: нечетные номера (отрицательных элементов) – сверху к центру; четные  (положительных элементов) – снизу к центру.

Рассчитанная на основе этих рангов случайная величина w* оказывается приблизительно распределенной по нормальному закону с математическим ожиданием, оцениваемым как




и дисперсией




где R1 – сумма рангов элементов первой совокупности у1, Т1+Т2  – количество элементов в первой и второй совокупности соответственно.

Из выражений (6.33) и (6.34) непосредственно следует, что нормированная случайная величина z, определяемая как




распределена по нормальному стандартизованному закону с нулевым средним и единичной дисперсией. Здесь также поправка 1/2 вводится для обеспечения непрерывности z. Она добавляется при z(0, и вычитается при z(0.

Гипотеза о равенстве дисперсий рассмотренных совокупностей принимается, если для z удовлетворяется соотношение (6.32).

Сериальные критерии стационарности.
Для проверки гипотезы о стационарном характере процесса (имеется в виду стационарность второго порядка) может быть использованы достаточно универсальные относительно закона распределения значений ряда уt, t=1,2,..., Т непараметрические тесты, основанные на анализе закономерностей серий этих значений (сериальные критерии). Необходимым условием их применения является достаточно большой объем временного ряда, что позволяет с определенной обоснованностью считать обнаруженные закономерности устойчивыми (характерными для данного ряда). При этом серией называют последовательность значений, предшествующая или следующая за некоторым значением, характерный признак которого отличается от признака элементов, входящих в серию. В качестве такого признака часто рассматривается расположение элемента последовательности относительно ее медианы.  В этом случае серии с положительным знаком образуют элементы по уровню выше медианы, и серии с отрицательным знаком – элементы, чей уровень не превосходит медианы. Здесь следует иметь в виду, что один элемент – это тоже серия.

Примером сериального критерия является критерий Вальда-Вольфовитца, основанный на подсчете общего числа серий. Среднее значение числа серий определяется согласно следующему выражению:




а его дисперсия – согласно формуле




где N1  – количество элементов с положительным знаком; N2  – количество элементов с отрицательным знаком. N1+N2=Т – количество элементов во временном ряду. Ns   – число серий. 

При большом объеме временного ряда Т нормированная переменная z , определяемая как




распределена по стандартизованному нормальному закону N(0,1).

В этом случае для проверки гипотезы о стационарности используется двухсторонний критерий (6.32).

6.1.3. Преобразование нестационарных временных рядов в стационарные

Реальные процессы свойством стационарности второго порядка могут и не обладать. Однако с помощью достаточно несложных преобразований часто удается привести наблюдаемый ряд к стационарному процессу.

Примерами таких преобразований являются:

а) взятие конечных разностей




( yt   – первая разность. Это преобразование целесообразно использовать, когда закон изменения yt  близок к линейному.




( хt   – вторая разность. Преобразование применяется, когда закон изменения yt  близок к квадратической зависимости и т. д.;

б) логарифмирование цепных индексов




Применяется при экспоненциальном росте уt, t =1,2,..., Т;

в) расчет темпов прироста




а также некоторые другие.

Заметим, что преобразование (6.41) предоставляет исследователю несколько большие “удобства” в формировании исходной информации по сравнению с другими. Это связано с тем, что оно позволяет достаточно просто изменять временные серии исходных данных в связи, например, с укрупнением временных интервалов. В самом деле, предположим, что возникла необходимость проанализировать временные ряды серии удвоенного временного интервала (t–1, t+1), т. е., например, у1, у3, у5,..., уt–1, уt +1,...  . Для такой серии преобразование (6.41) приводит к следующему временному ряду:




где хt+1, 2  – преобразованное значение показателя на удвоенном интервале.

Его величина представляет собой простую арифметическую сумму преобразованных значений показателей исходных интервалов, объединение которых привело к новой серии.

В то же время для преобразования (6.42) в этом случае получим более сложное выражение, определяющее для значения нового временного ряда:










Для превращения исходного нестационарного ряда в стационарный могут быть использованы и другие преобразования. Например, хt=lnуt, 

 и т. д. В каждом конкретном случае, выбирая преобразование, необходимо исходить из примерной формы временного графика зависимости уt. “Удачное” преобразование должно обеспечивать приблизительное выполнение условия     xt=f(уt)(const.

В условиях постоянства математического ожидания и дисперсии особенности конкретного стационарного процесса второго порядка полностью определяются характером его автокорреляционной функции, имеющей вид зависимости значений коэффициентов автокорреляции от сдвига. Иными словами, автокорреляционная функция является дискретной и представляет собой последовательность значений коэффициентов автокорреляции r0, r1,...,  ri–1,..., поставленных в зависимость от сдвига  i, где r0=1, –1(ri(1, i=1,2,... .

Аналогично можно сформировать автоковариационную функцию стационарного процесса уt, представив ее в виде последовательности коэффициентов автоковариаций (0, (1,...,     (i,..., поставленных в зависимость от сдвига i. Напомним, что между соответствующими значениями этих функций существует однозначная взаимосвязь (i  =ri (( y2, i=0,1,...  , т. е. ( 0=( y2.

Автокорреляционную функцию можно представить как проекцию диагональных элементов автокорреляционной матрицы на ось сдвигов (см. рис. 6.1). 

Все множество стационарных процессов второго порядка в общем случае в зависимости от особенностей их автокорреляционных функций разбивается на несколько однородных групп, для каждой из которых можно подобрать и построить адекватную модель.

В общем случае можно выделить три группы таких моделей – модели авторегрессии (autoregressive), модели скользящего среднего (moving average) и смешанные модели авторегрессии-скользящего среднего (autoregressive- moving average). 

                r0               r1     r2      r3      r4      r5                                         i
 r0             1      0,9   0,6   0,3  –0,2    0,1

 r–1                    0,9     1     0,9   0,6    0,3  –0,2              

 r–2                     0,6    0,9     1    0,9    0,6    0,3

 r–3                     0,3    0,6   0,9    1      0,9    0,6                        5
 r–4                  –0,2    0,3   0,6   0,9     1      0,9                 3 

 r–5                     0,1  –0,2   0,3   0,6     0,9     1         1  

                                                                       0 

                –1
Рис. 6.1

Вопросы их построения рассмотрены в последующих разделах данной главы.

6.2. Модели авторегрессии

Использование моделей авторегрессии при моделировании закономерностей реального стационарного процесса второго порядка, допускающего представление в виде дискретного временного ряда его значений, основано на предположении о том, что текущее значение такого процесса может быть выражено в виде линейной комбинации некоторого количества  предыдущих его значений и случайной ошибки, обладающей свойствами белого шума.

Общий вид модели авторегрессии k-го  порядка – АР(k) может быть выражен следующим уравнением:




где уt, уt–i, i=1,2,... , k – значения переменной у в соответствующие моменты времени; k – порядок модели; (1,..., (k  – коэффициенты модели; (t  – случайная ошибка с нулевым математическим ожиданием, конечной дисперсией и единичной автокорреляционной матрицей, свидетельствующей об отсутствии автокорреляционной связи между рядами ошибки (t, (t–1,..., (t–i,..., т. е. (t  (N(0, ((2 ), Cov(()=((2 (E.

Построение модели АР(k) типа (6.45), адекватной реальному временному ряду уt, t=1,2,..., Т, предполагает решение двух взаимосвязанных задач: определения рационального порядка модели (величины k) и оценки значений ее коэффициентов. Рассмотрим сначала общие подходы к оценке параметров модели типа (6.45).

Без ограничения общности будем предполагать, что математическое ожидание ряда уt   равно нулю, т. е. M[уt ]=0. В противном случае вместо  переменной уt   в выражении (6.45) можно рассмотреть центрированную переменную 

, 

, где 

– оценка M[уt ]. Легко видеть, что M[

 ] = 0. 

Из выражения (6.45) непосредственно следует, что параметры модели (1,..., (k    могут быть выражены через коэффициенты автокорреляции. Чтобы показать это, умножим выражение (6.36) под знаком математического ожидания на переменную уt–i, i=1,2,..., k. Получим 




где M[уt-i, уt--j] – математическое ожидание произведения двух центрированных переменных уt–i, уt–j, представляющих собой их ковариацию (r, на практике оцениваемую по формуле 




где r=i–j , i ( j. 

В результате для i=1,2,..., k  вместо (6.46) можно записать




Выражение (6.48) получено в предположении, что M[уt-i, (t]=0 при i(0, так как (t  – случайная величина со свойствами “белого шума”, не имеющая корреляционной связи с предшествующими моменту t значениями рассматриваемого процесса уt. Разделив левую и правую части выражения (6.48) на дисперсию процесса уt   (у2=( 0, получим следующее выражение:




которое связывает коэффициенты автокорреляции процесса уt  и  коэффициенты модели АР(k).

Подставив в (6.49) вместо истинных значений коэффициентов автокорреляции (i    процесса уt  их выборочные оценки r1, r2,..., последовательно для i=1,2,..., k, получим следующую систему линейных уравнений:




в которой известными являются оценки коэффициентов автокорреляции r1, r2,..., rk, а неизвестными – оценки коэффициентов модели АР(k) a1 , a2 ,..., ak.

Систему (6.50)  называют уравнениями Юла-Уокера, а полученные на ее основе значения a1, a2,..., ak   – оценками коэффициентов модели авторегрессии АР(k) Юла-Уокера. Напомним, что эти оценки могут быть получены, например, с использованием определителей, либо на основе векторно-матричной формы записи системы (6.50).

На основе определителей оценки Юла-Уокера получают в следующем виде:




где ( – определитель системы (6.41).




(i  – определитель, получаемый  из определителя ( путем замены его i-го столбца на столбец, состоящий из коэффициентов автокорреляции, образующих левую часть системы (6.50) – r1,   r2,..., rk. 

В векторно-матричной форме записи систему (6.50) можно переписать в следующем виде:

r = R(a,                                         (6.53) 

где r – вектор-столбец известных оценок коэффициентов автокорреляции с первого по k-й включительно, r=(r1,   r2, ..., rk)(;    a  – вектор-столбец неизвестных оценок параметров модели, a=(a1, a2,..., ak)(; R – матрица, составленная из оценок коэффициентов автокорреляции, определитель которой выражен формулой (6.52).

Непосредственно из выражения (6.53) вытекает, что неизвестные оценки коэффициентов модели авторегрессии определяются как

a  = R–1(r.                                         (6.54) 

Теоретически оценки Юла-Уокера должны обладать свойствами несмещенности и эффективности. Однако, на практике, в моделях авторегрессии большого порядка эти свойства могут не подтверждаться. Особенно это относится к свойству несмещенности. Как и в моделях с лаговыми зависимыми переменными, смещенность в оценках коэффициентов моделей авторегрессии может быть обусловлена существующей зависимостью между сдвинутыми рядами рассматриваемой переменной уt–1, уt–2  и ошибкой (t. Этой возможной зависимостью при построении системы уравнений Юла-Уокера обычно пренебрегают, полагая  (t   белым шумом.

Неэффективность оценок может быть вызвана плохой обусловленностью матрицы R, что, как правило, является свидетельством зависимости уже между рядами уt–1, уt–2,... . 

Вместе с тем, при небольших порядках модели (k =1,2,3) оценки Юла-Уокера обычно являются достаточно “хорошими”. В крайнем случае их можно рассматривать как первое приближение к “оптимальным” оценкам, которые могут быть получены путем уточнения оценок Юла-Уокера на основе использования более мощных методов оценивания, например, нелинейных.

Качество оценок Юла-Уокера может быть проверено путем исследования свойств ряда ошибки (t, t=1,2,..., Т. Если ее свойства близки к характеристикам “белого шума”, то оценки Юла-Уокера можно считать “достаточно хорошими”. Об этом, в частности, может свидетельствовать критерий Дарбина-Уотсона, значение которого должно лежать примерно в интервале от 1 до 3 (см. раздел  1.4).

Для этих целей могут использоваться и другие мощные критерии, например, Бартлетта, Тейла.

Обоснование целесообразности применения моделей авторегрессии.  Целесообразность использования моделей авторегрессии в анализе закономерностей временного ряда обычно устанавливается на основе сопоставления двух дисперсий – дисперсии исходного процесса (у2  и дисперсии ошибки модели ((2. Для того чтобы выявить взаимосвязь между двумя этими характеристиками положим, что  в формуле (6.48) i=0. Тогда это выражение можно переписать в следующем виде: 




где (0=(у2, (i     – i-й  коэффициент автоковариации.

Последнее слагаемое в правой части выражения (6.55) получено путем замены в выражении (6.46) в произведении M[yt(((t] переменной yt  на ее модель (6.45). Поскольку ряды  уt–1,..., уt–k    и (t   являются независимыми,  то это произведение оказывается равным ((2. Далее, поскольку (i =(i((0, то выразив все (i, i=1,2,..., k  через (0  и перенеся слагаемые с (0  в левую часть, из выражения (6.55) получим




Подставив в (6.56) вместо (i  значения оценок коэффициентов автокорреляции ri    и вместо параметров модели (i   их оценки  аi, i=1,2,... , k, найдем величину соотношение между дисперсией процесса (у2  и дисперсией ошибки описывающей этот модели авторегрессии (белого шума) ((2.




Модель авторегрессии считается “достаточно хорошей”, если  (у2((((2, т. е. когда дисперсия ошибки модели много меньше дисперсии процесса. В этом случае использование модели при описании процесса yt  позволяет значительно снизить его неопределенность, выражаемую через дисперсию (у2. Здесь также следует отметить, что в моделях временных ярдов нельзя ожидать значительного уменьшения дисперсии ошибки ((2   по сравнению с дисперсией процесса (у2, как это имело место в моделях “классической” эконометрики, где отношение (у2/((2  нередко превосходит несколько десятков.

Чтобы показать это, рассмотрим свойства наиболее часто используемых в практике финансовых исследований моделей авторегрессии первого и второго порядков.

Модели АР(1) и АР(2).
Модель авторегрессии первого порядка АР(1) записывается в следующем виде:




Легко видеть, что система Юла-Уокера в этом случае сводится к одному уравнению, непосредственно определяющему оценку a1 коэффициента (1
a1=r1.                                          (6.59)

Из выражения (6.57) вытекает, что




Поскольку  (r1((1, то из (6.60) следует, что, например, при r1=0,9  ((2(0,2((у2. Это означает, что использование расчетных значений процесса yt, определяемых по формуле 

 вместо среднего значения временного ряда 

 позволит повысить точность предсказания его значений в пять раз (если в качестве меры точности рассматривать показатель дисперсии).  В этом случае соотношение между среднеквадратическими ошибками (у и ((  составит примерно 2,3. Из выражения (6.60) легко также видеть, что с ростом абсолютного значения r1  точность описания процесса yt   моделью  авторегрессии первого порядка увеличивается, а с его снижением – падает.

Модель авторегрессии второго порядка – АР(2) представляется в виде следующего уравнения: 




Система уравнений Юла-Уокера в этом случае состоит из двух уравнений
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.


Выразив a1  и a2 через коэффициенты автокорреляции с использованием, например, метода определителей (6.51), получим




Из выражения (6.57) непосредственно вытекает, что в этом случае соотношение между дисперсиями исходного процесса yt  и ошибкой модели (t  определяется следующим выражением:




На практике и в случае АР(2) соотношение между (у2 и ((2    обычно не превосходит 5:1. В этом смысле следует отметить, что по сравнению с эконометрическими моделями, где это соотношение достигает 50 к 1 и даже 100 к 1, модели авторегрессии, на первый взгляд, не обладают высокой точностью описания рассматриваемых процессов. Однако не следует забывать, что в “классической” эконометрике зависимая переменная yt  не обладает  свойством стационарности и она характеризуется гораздо большей изменчивостью (и, как следствие, дисперсией) по сравнению со стационарным временным рядом. Поэтому адекватные рассматриваемому процессу многофакторные эконометрические модели могут значительно уменьшить остаточную изменчивость (дисперсию ошибки) по сравнению с исходной (дисперсией процесса), но при этом изменчивость ошибки может оставаться относительно большой.

Модели же авторегрессии, как и другие модели стационарных временных рядов, как бы уточняют” исходный процесс yt, как правило, благодаря свойству стационарности не отличающийся значительной изменчивостью. Вследствие этого у этих моделей имеется лишь незначительный резерв для уменьшения исходной дисперсии (у2  по сравнению с многофакторными эконометрическими моделями, описывающими нестационарные процессы.

Автокорреляционная функция моделей авторегрессии.
По аналогии с реальными стационарными процессами, автокорреляционные функции могут быть сформированы и для их теоретических аналогов – моделей авторегрессии. Заметим, что значения коэффициентов автокорреляции модели k-го порядка связаны между собой соотношением (6.49). Несложно заметить, что для модели авторегрессии первого порядка это соотношение приводит к следующей зависимости между коэффициентами автокорреляции:




В самом деле, из выражения (6.58)) для i=2 имеем (2=(1(1  и, учитывая, что (1=(1, получим (2=(12, аналогично, для i=3 имеем (3=(1(2=(13  и т.д. Если учесть, что ((1((1, то нетрудно заметить, что модули значений коэффициентов автокорреляции модели АР(1) авторегрессии уменьшаются по экспоненте с ростом сдвига i.

Можно показать, что поскольку модель авторегрессии второго порядка является стационарным процессом, то ее автокорреляционная функция представляет собой либо затухающую экспоненту, либо затухающую синусоиду. В первом случае абсолютные значения коэффициентов автокорреляции (i    с ростом i  уменьшаются согласно следующей зависимости:




где d – положительный коэффициент экспоненциальной зависимости, отличный от единицы, d (1.

Заметим, что для модели АР(1) этот коэффициент равен единице (см. выражение (6.65)).

Во втором случае значения коэффициентов (i  аппроксимируются функцией следующего вида:




где f и F – параметры синусоиды (частота и фаза соответственно), рассчитываемые на основе значений коэффициентов модели. В частности, 

 



если a1 (( и 

если a1 ((.

6.3. Модели скользящего среднего

В моделях скользящего среднего текущее значение стационарного случайного процесса второго порядка yt   представляется в виде линейной комбинации текущего и прошедших значений ошибки (t, (t–1, (t–2,... , по своим свойствам соответствующей “белому шуму”. Такое представление может быть выражено следующим уравнением (модель скользящего среднего порядка m – СС(m)):




где (1, (2,... , (m   – параметры модели.

В соответствии с определением белого шума ошибка (t  характеризуется следующими свойствами:

M[(t]=0, D((t)=((2=const,

  (i=M[(t , (t–i  ] =   
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6.69)

   

Вследствие этого и автокорреляционная функция белого шума имеет очень простую форму 

(i(()=1, i=0; (i(()=0, i(0.                        (6.70)

С учетом свойств ошибки (t   несложно построить автокорреляционную функцию модели СС(т), определяемой выражением (6.68). Ее коэффициент ковариации i-го порядка определяется следующим образом:




При i=0 выражение (6.71) представляет собой дисперсию процесса yt, которая в силу свойства (6.69) выражается через коэффициенты модели СС(т) (i, i=1, 2,..., т; и дисперсию ошибки ((2 следующим образом:




Для i=1 из (6.72) получим, что первый коэффициент ковариации определяется выражением




Для произвольного i имеем
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Из соотношения (6.74) вытекает, что автокорреляционная функция  модели СС(т) становится равной нулю после задержки т (обрывается на задержке т).

С учетом выражений (6.72) и (6.74) несложно также заметить, что коэффициенты автокорреляции модели скользящего среднего т-го порядка – СС(т) определяются через ее параметры (i, i=1, 2,..., т; следующим образом:
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Система из т уравнений (6.75), сформированных для  i=1,2,..., т может  служить основой для получения оценок b1, b2,... , bm  неизвестных параметров модели СС(т) – (1, (2,... , (m. Для этого необходимо подставить в каждое ее уравнение вместо значений коэффициентов автокорреляции (1,..., (m  рассматриваемого процесса yt  их рассчитанные оценки r1,..., rm.

Однако в отличие от уравнений Юла-Уокера эта система нелинейная и ее решение требует использования специальных итеративных процедур расчетов за исключением наиболее простой модели СС(1). Она представляется следующим выражением:




Из (6.72) следует, что дисперсии процесса  (у2  и ошибки этой модели ((2   связаны следующим соотношением:




а ее единственный отличный от нуля первый коэффициент автокорреляции выражается через коэффициент модели как




Из соотношения (6.78) несложно получить квадратическое уравнение относительно оценки b1  неизвестного параметра (1




где r1  – оценка коэффициента автокорреляции первого порядка процесса yt, т. е. (1.

В свою очередь, из (6.79) следует, что существуют два решения этого уравнения, связанные между собой следующим соотношением:




Условию стационарности процесса yt  удовлетворяет только решение b по абсолютной величине меньшее единицы. Оно может быть получено из следующего выражения:




при условии, что




Из (6.82) следует, что модели скользящего среднего первого порядка могут применяться только для описания процессов с автокорреляционной функцией, обрывающейся после первой задержки и коэффициентом автокорреляции по абсолютной величине не превышающем 0,5. Из соотношения (6.82) также вытекает, что данные модели способны лишь незначительно уточнить рассматриваемый процесс yt, поскольку согласно (6.77) максимальное соотношение между его дисперсией и дисперсией ошибки не превосходит 1,25

(у2/((2( 1,25 ,                            (6.83)

т. е. относительный выигрыш в точности не превосходит 25% для дисперсий (чуть более 11% для среднеквадратических ошибок).

В заключение этого раздела приведем основные результаты для модели скользящего среднего второго порядка – СС(2). Ее уравнение в общем виде записывается следующим образом:




Из (6.72) непосредственно вытекает, что дисперсии процесса (у2  и ошибки (( 2  связаны следующим соотношением:




а ее автокорреляционная функция определяют значения коэффициентов автокорреляции, связанные с параметрами модели следующими соотношениями:







из которых могут быть найдены оценки коэффициентов модели b1 и b2  при известных оценках коэффициентов автокорреляции процесса yt  – r1 и r2. 

6.4. Модели авторегрессии-скользящего среднего

Общий вид модели авторегрессии-скользящего среднего – АРСС(k, т) определяется следующим уравнением:




где (1,..., (k, (1,... , (m   – коэффициенты модели; k – порядок авторегрессии; т – порядок скользящего среднего.

Заметим, что модель (6.87) может быть преобразована либо в модель авторегрессии АР(k)




где ошибка (t  удовлетворяет свойствам процесса скользящего среднего порядка т; 

 либо в модель скользящего среднего – СС(т) путем выражения переменных уt–i    через линейные комбинации ошибок.




и дальнейшего приведения подобных членов после раскрытия скобок.

Для этих модификаций модели (6.87) рассмотрим свойства ее автокорреляционной функции и возможные подходы к оценке ее параметров. Заметим, что при сдвигах, превышающих по своей величине порядок скользящего среднего т, т. е. при i(т, коэффициенты автоковариации модели АРСС(k, т), определяемой выражением (6.87), не зависят от ошибок модели. В самом деле, 




Если i(т, то в силу свойств белого шума все математические ожидания произведений ошибок (t–j   и (t–i–j , j( т, оказываются равными нулю, т.е. M[(t-j  ; (t-i-j ]=0, i=т+1, т+2,...;  j=1, 2,..., т.

В этом случае, т. е. при i(т, значения коэффициентов автоковариации модели АРСС(k, т) удовлетворяют свойствам этих коэффициентов, характерным для модели авторегрессии k-го порядка АР(k):




Из выражения (6.91) непосредственно вытекает, что неизвестные значения коэффициентов (1,..., (k   в этом случае могут быть оценены из модификации системы уравнений Юла-Уокера, имеющей в данном случае следующий вид:




где, напоминаем ri = r–i  и r0   (1.

С использованием найденных из системы (6.92) значений оценок коэффициентов a1,..., ak  на основании выражения (6.88) сформируем процесс скользящего среднего т-го порядка – СС(т)




где ut  – фактическая ошибка, являющаяся оценкой ошибки (t.  Значения ошибки ut  получают путем подстановки в выражение (6.88) вместо неизвестны параметров (1,..., (k  их оценок a1,..., ak, определенных из системы (6.92). et  – фактическая ошибка, значение которой используется вместо истинной ошибки (t  при оценке коэффициентов скользящего среднего. Для определения оценок b1,... , bm  коэффициентов скользящего среднего применяются нелинейные методы оценивания, предполагающие решение системы нелинейных уравнений типа (6.75).

Рассмотрим наиболее “популярную” модификацию моделей авторегрессии-скользящего среднего АРСС(1,1). Эта широко используемая в практике эконометрических исследований модель может быть выражена следующей формулой:




Для определения дисперсии этой модели умножим под знаком математического ожидания левую и правую части выражения (6.94) на уt. В результате получим




При выводе выражения (6.95) учтено, что 

  в силу свойств процесса “белого шума” (t .

Далее, умножив под знаком математического ожидания левую и правую части выражения (6.94) на (t–1, получим




поскольку 


Аналогично, первый коэффициент автоковариации процесса уt  получим, умножив под знаком математического ожидания левую и правую части уравнения (6.94) на уt–1. С учетом того, что 

 и в силу свойств белого шума (t, получим, что




Из выражений (6.95)–(6.97) непосредственно вытекает, что     дисперсия (у2  процесса уt, описываемого моделью АРСС(1,1),  его первый коэффициент автоковариации (1   и дисперсия ошибки (t     оказываются связанными следующими соотношениями:




а коэффициенты автоковариаций более высоких порядков (как следует из выражений (6.91) и (6.92)) –  соотношениями вида:




Из соотношения (6.98) несложно получить выражение, определяющее значение первого коэффициента автокорреляции процесса АРСС(1,1)




Значения коэффициентов автокорреляции более высоких порядков связаны соотношением аналогичным (6.99) 


Таким образом, значения коэффициентов автокорреляции модели АРСС(1,1) подчиняется экспоненциальному закону




где 


6.5. Идентификация моделей авторегрессии-скользящего среднего

Из рассмотренного в данной главе материала вытекает, что произвольный реальный стационарный процесс второго порядка может быть выражен разными вариантами моделей временных рядов. Чтобы показать это, запишем, например, модель АР(1) в более компактном виде с использованием оператора сдвига назад В. Его воздействие на любую переменную, зависящую от времени, определяется следующими соотношениями:




С учетом (6.102) модель АР(1) можно представить в следующей форме записи:




Поскольку ((1(((, то 

 является суммой бесконечно убывающей геометрической прогрессии




С учетом (6.104) модель (6.103) запишем в следующем виде:




где в данном случае (1 =–(1 , (12=–(2,... .

Из выражения (6.105) следует, что модель авторегрессии первого порядка оказывается эквивалентной модели скользящего среднего бесконечного порядка. Аналогичным образом можно показать и обратное соотношение между порядками этих моделей. Так, для модели СС(1) имеем




Поскольку ((1((((из условия стационарности процесса уt ), то из выражения (6.106) получим




где в данном случае (1=–(1, (2=–(12,... – коэффициенты модели авторегрессии бесконечного порядка.

В общем случае модель авторегрессии k-го порядка оказывается эквивалентной модели скользящего среднего т-го порядка




где многочлен т-й степени 

 

 – результат деления единицы на многочлен k-й степени. 

Из рассмотренных соотношений вытекает важный вывод: на практике можно подобрать модель с минимальным числом параметров, которая описывает временной ряд уt, являющийся стационарным процессом второго порядка, не “хуже”, чем другие варианты моделей с большим числом параметров. Обычно понятие “не хуже” связывается с минимальной дисперсией модели и отсутствием автокорреляции в ряду ее ошибки.

Практическая ценность этого вывода состоит в  следующем. При построении моделей временных рядов нужно стремиться к минимизации числа их параметров, а, следовательно, и порядка самой модели. Дело в том, что параметры таких моделей оцениваются на основе коэффициентов автокорреляции исходного процесса уt. С увеличением порядка модели для определения значений ее параметров необходимо использовать в качестве исходных данных и большее число выборочных коэффициентов автокорреляции (с большими номерами). Точность их оценки с ростом сдвига падает, да и их абсолютные значения либо стремятся к нулю, либо попадают в область  повышенной неопределенности их значений. Все это снижает надежность оценок коэффициентов моделей временных рядов высоких порядков, как и качество самих моделей. Все это и заставляет эконометриков искать для описания реальных процессов модели временных рядов с минимальным числом параметров. 

Процесс выбора модели, в наилучшей степени соответствующей рассматриваемому реальному процессу, называется идентификацией модели. В нашем случае идентификация состоит в определении общего вида модели из класса моделей АРСС(k, т), характеризующейся наименьшим числом параметров (минимальным порядком) по сравнению с другими возможными вариантами, без потерь в точности описания исходного процесса. 

Вообще говоря, идентификация – это достаточно грубая процедура (последовательность процедур), целью которой является определение некоторой области приемлемых значений характеристик порядка k  и т модели АРСС(k, т), которая в ходе дальнейших исследований должна быть сведена к конкретным их величинам. 

Обычно в этой части идентификация сопровождается процедурами оценки параметров альтернативных вариантов моделей и выбора наилучшего из них, на основе использования критериев качества.

Таким образом, в общем случае формирование модели, в наилучшей степени подходящей для описания реального процесса, как бы состоит из трех пересекающихся и дополняющих друг друга этапов – идентификации, оценивания и  диагностики (согласования модели с исходными данными с целью выявления ее недостатков и последующего улучшения).

Для проведения идентификации модели АРСС(k, т) обычно используется тот же временной процесс уt,  который в нашем случае обладает свойством стационарности второго порядка. Общая идея идентификации модели АРСС(k, т) состоит в том, что свойства реального процесса и свойства наилучшей модели в некоторой степени должны быть близки друг к другу.

Эта близость, как это было показано ранее, практически целиком определяется на основе сопоставления  поведения их автокорреляционных функций: теоретической – для модели и эмпирической – для реального процесса, выборочные коэффициенты автокорреляции которого оценены на основе наблюдаемых данных. Здесь следует отметить, что, поскольку выборочные коэффициенты автокорреляции могут характеризоваться достаточно большими ошибками и, кроме того, сильными корреляционными взаимосвязями между собой (см. выражения (6.22)–(6.24)), то на практике точного сходства между “теоретической” и “эмпирической” автокорреляционными функциями ожидать не следует, особенно при больших сдвигах. Например, вследствие статистической взаимосвязи между коэффициентами автокорреляции процесса относительно значимые уровни выборочных коэффициентов автокорреляции (всплески) могут иметь место и в областях сдвигов, где их теоретические аналоги близки к нулю. Поэтому при сопоставлении теоретических и выборочных автокорреляционых функций обычно учитывают лишь их главные свойства. Именно их совпадение позволяет значительно сузить круг приемлемых для описания реального процесса вариантов модели. Окончательный выбор в пользу одной из них обычно делается по результатам оценивания значений коэффициентов моделей и диагностики моделей. 

Отметим наиболее характерные свойства автокорреляционных функций типовых моделей АРСС(k, т), рассмотренных в данной главе.

Как следует из выражения (6.65), автокорреляционная функция модели авторегрессии первого порядка – АР(1) спадает  строго по экспоненте (точнее этот вывод справедлив для абсолютных значений коэффициентов автокорреляции). Плавный характер уменьшения коэффициентов автокорреляции характерен и для моделей авторегрессии более высоких порядков. В одном случае спад происходит либо чуть быстрее, чем строго по экспоненте, либо чуть медленнее, а в другом – по закономерности, соответствующей затухающей синусоиде.

Чрезвычайно важная информация о порядке модели авторегрессии содержится в так называемой частной автокорреляционной функции.

Для процесса, описываемого моделью АР(k), ее значениями являются последние значения коэффициентов моделей авторегрессии порядков, не превосходящих k, т. е. моделей с порядками  i=1,2,...,   k–1, k. Обозначим значения частной автокорреляционной функции модели АР(k)  через (k1, (k2,..., (kk.

Тогда для модели АР(k) значение (k1  равно (1 и на практике определяется как оценка коэффициента (1  модели АР(1) по формуле




значение 

 (см. выражение (6.63)) – как коэффициент (2  модели АР(2). На практике значение (k2, таким образом, определяется по формуле




и оценка любого коэффициента 

 определяется как оценка коэффициента (i    модели АР(i) по формуле
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  (6.111)


Можно показать, что для модели АР(k) значения частной автокорреляционной функции являются значимыми (отличными от нуля) до задержки k включительно, т. е. (ki (0, i(k и равными нулю при сдвигах, превышающих порядок модели, т. е. (ki =0, i(k. На практике этот результат следует понимать в “статистическом смысле”, поскольку оценки значений коэффициентов частной автокорреляционной функции определяются на основании выборочных значений коэффициентов автокорреляции и, поэтому сами являются случайными величинами, характеризующимися определенной ошибкой. Для оценок  коэффициентов частной автокорреляционной функции, порядок которых превышает порядок модели, дисперсия ошибки приблизительно может быть оценена по следующей формуле:




где i (k; Т – объем динамического ряда показателя уt.

Таким образом, поведение частной автокорреляционной функции моделей авторегрессии аналогично поведению автокорреляционных функций моделей скользящего среднего. Для модели АР(k) ее частная автокорреляционная функция “обрывается” после задержки k, как это имело бы место у автокорреляционной функции модели СС(k). Это свойство частной автокорреляционной функции удобно использовать при идентификации моделей авторегрессии. Если значения такой функции, рассчитанной для реального процесса, обрываются (становятся нулевыми), начиная со сдвига k+1, то это указывает на то, что модель авторегрессии k-го порядка соответствуют свойствам рассматриваемого процесса.

Как вытекает из выражения (6.75) теоретическая автокорреляционная функция модели СС(т) обрывается после задержки т. Поэтому, если автокорреляционная функция реального процесса обладает аналогичными свойствами, то это указывает на то, что для его описания целесообразно использовать модель скользящего среднего соответствующего порядка. Иными словами, если у процесса уt  оказался значимым только первый коэффициент автокорреляции r1 и при этом, в соответствии с выражением (6.82) r1(0,5, то данный факт указывает на целесообразность выбора для его описания модели СС(1). Если “обрыв” имеет место после второго сдвига – то модель СС(2) и т.д.

Точно также как и для моделей авторегрессии частные автокорреляционные функции могут быть построены и для моделей скользящего среднего любых порядков. Для оценки их коэффициентов используются выражения (6.109)–(6.111). При этом с учетом того, что для модели СС(1) первый коэффициент автокорреляции (1 и параметр модели (1 связаны соотношением  (1=–(1 (1+(12) (см. (6.78)), то для i=2, 3,... с учетом того, что  (2=(3=...=0, можно показать, что значения частных коэффициентов автокорреляции этой модели определяются по следующей формуле:




Из (6.113) непосредственно вытекает, что




откуда следует, что частная автокорреляционная функция модели СС(1) (т. е. абсолютные значения ее частных коэффициентов автокорреляции) затухает по закону близкому к экспоненциальному. Иными словами, ее поведение похоже на автокорреляционную функцию модели АР(1).

Можно показать, что аналогичное соответствие свойств характерно для частной автокорреляционной функции модели СС(2) и автокорреляционной функции модели АР(2). Они представляют собой либо плавно спадающие с ростом сдвига зависимости экспоненциального типа, либо затухающие синусоиды. Такое соответствие автокорреляционных и частных автокорреляционных функций характерно и для моделей авторегрессии и скользящего среднего более высоких порядков.

Для моделей АРСС(k, т) поведение автокорреляционной функции после задержки т похоже на поведение автокорреляционной функции модели АР(k). Однако на практике обычно используется модель АРСС(1,1), т. е. только первого порядка. Как было показано выше, 6.4 (см. выражения (6.103)–(6.108)), это связано с тем, что составляющая модели, относящаяся к авторегрессии первого порядка поглощает все процессы скользящего среднего более высоких порядков, и, наоборот, составляющая скользящего среднего первого порядка поглощает процессы авторегрессии высоких порядков. Вследствие этого и поведение автокорреляционной и частной автокорреляционной функций модели АРСС(1,1) характеризуется как бы комбинацией свойств этих функций, имевших место для моделей АР(1) и СС(1).

Иными словами, составляющая АР(1) способствует тому, что автокорреляционная функция модели АРСС(1,1) (абсолютные значения коэффициентов автокорреляции) затухает экспоненциально, но после первой задержки (первого сдвига). Это непосредственно вытекает из выражений (6.77) и (6.79). В свою очередь, составляющая СС(1) определяет закономерности поведения частной автокорреляционной функции модели АРСС(1,1), которая также затухает примерно экспоненциально в соответствии с выражением (6.113) и (6.114).

Здесь еще раз следует отметить, что рассмотренные подходы к идентификации основаны на сопоставлении свойств выборочных автокорреляционных и частных автокорреляционных функций реального стационарного процесса и предполагаемой для его описания модели. На практике идеальное совпадение свойств этих функций встречается не часто, поскольку и реальные процессы обычно не слишком точно соответствуют своим теоретическим аналогам-моделям, и оценки их коэффициентов автокорреляции характеризуются наличием ошибок. Вследствие этого процедура идентификации служит для обоснования выбора некоторой пробной модели из общей группы моделей типа АРСС(k, m), которая является как бы начальной точкой на пути построения “оптимального” теоретического аналога (модели) рассматриваемого процесса на основе использования более точных процедур диагностики и методов оценки параметров модели.

Обычно с помощью процедур диагностики исследуют свойства фактической ошибки модели еt, которую часто называют остаточной ошибкой. При этом целесообразно руководствоваться следующей логикой анализа временного ряда еt, значения которого определяется как разность между фактическими и расчетными значениями процесса в момент t,  т. е. 

где 

  – значения процесса, рассчитываемые по соответствующей модели.

 Для “удачной” модели можно ожидать, что ряд ошибки et, t=1,2,..., Т  по своим свойствам будет достаточно близок к белому шуму – случайному процессу, характеризующемуся полным отсутствием каких-либо закономерностей в своих значениях, за исключением известного закона их распределения, обычно предполагаемого нормальным. Для нашего случая это означает, что математическое ожидание фактической ошибки должно быть равно нулю    (М[еt]=0), ее дисперсия постоянна на любом участке ее измерения ((e2 =const) и между рядами et , et–1, еt–2, ... отсутствует автокорреляционная зависимость, т. е. первый и последующие выборочные коэффициенты автокорреляции ряда et , t=1,2,..., Т , близки к нулю.

В более общем случае условие отсутствия закономерностей в ряду  et, t=1,2,..., Т, распространяется и на третий и на четвертый моменты ошибки et, что, например, означает равенство нулю любого третьего момента ошибки типа М[et, et–i, et–j], i, j (1, постоянство ее четвертого момента (М[et4]=const) отсутствие автокорреляционной связи между значениями квадратов ошибки, рассматриваемых в различные моменты времени и т. п.

Иными словами, фактическая ошибка модели еt    должна быть “настолько случайна”, что ее невозможно было бы уточнить никакой другой моделью.

Кроме того, как это было показано выше, желательно, чтобы дисперсия ошибки  (e2   была существенно меньше дисперсии процесса  уt –(у 2, (e2(((у2. В этом случае модель, описывающая процесс уt, как бы снимает значительную часть неопределенности в его изменчивости, что позволяет с большей обоснованностью предсказывать его значения.

Наличие каких-либо закономерностей в ряду ошибки et   указывает на то, что построенная модель неадекватна рассматриваемому процессу уt. Причинами неадекватности могут быть ошибки в оценках параметров, либо, так называемая, неопределенность модели. Примерами такой неопределенности является использование модели АР(1) вместо адекватной процессу модели АРСС(1,1). В этом случае ошибка модели АР(1) 

 характеризуется свойствами модели СС(1). На это укажет отличный от нуля ее первый коэффициент автокорреляции.

Вообще говоря, и неверные значения параметров модели приводят к такому же эффекту, когда ряд et   характеризуется какими-либо “неслучайностями”. Вследствие этого на практике однозначно указать какой-либо путь уточнения модели на основе анализа свойств ошибки et , отличных от свойств белого шума, обычно не представляется возможным. В такой ситуации можно сначала рекомендовать уточнить значения параметров модели путем использования более эффективных процедур их оценки, а затем, если это окажется необходимым – доопределить модель.

Для этой цели могут быть использованы и другие более точные методы оценивания (например, нелинейные), в которых найденные оценки (по методу Юла-Уокера, например, и другие) используются как начальные приближения к “оптимальным” значениям параметров модели АРСС(k, т).

Из приведенных выше рассуждений вытекает, что диагностика модели сводится к исследованию свойств ее ошибки с целью выявления степени соответствия ее свойств свойствам белого шума. Такие исследования в случае модели стационарных процессов второго порядка обычно сводятся к проверке значимости коэффициентов автокорреляции фактической  ошибки еt. 

На практике можно ожидать, что вследствие сложного характера распределения ошибок выборочных коэффициентов автокорреляции их значения, особенно при малых сдвигах, могут находиться в некоторой зоне неопределенности, когда затруднительно однозначно сделать вывод относительно значимости или незначимости каждого из них.

В заключение данного раздела напомним, что для проверки гипотезы о соответствии свойств ошибки модели свойствам белого шума могут использоваться процедуры проверки гипотез о постоянстве и равенстве нулю ее математического ожидания, постоянстве дисперсии, равенстве нулю ее коэффициентов автокорреляции. В последнем случае применимы критерии Дарбина-Уотсона (для первого коэффициента автокорреляции), критерий Стьюдента, расчетное значение которого для выборочного коэффициента автокорреляции k-го порядка определяется согласно следующей формулы:




где ((rk )–среднеквадратическая ошибка выборочного коэффициента автокорреляции rk , для оценки которой могут быть использованы выражения (6.25) (при q=0) и (6.26).

Для этих же целей во многих случаях предпочтительнее использовать так называемый совокупный критерий согласия (критерий Бокса-Пирса), с помощью которого оценивается значимость некоторой последовательности выборочных коэффициентов автокорреляции, начиная с первого. Для любого процесса АРСС(k, т) его расчетное значение определяется по следующей формуле:




Случайная величина Q распределена приблизительно по закону Пирсона (2(q–k–т). Таким образом, если оказывается, что выполняется следующее соотношения для первых q  коэффициентов автокорреляции (q(k+т):

Q((2(р*, (),                                     (6.117)

где (=q–k–т, то с вероятностью р* гипотеза об отсутствии в ряду ошибки автокорреляционных зависимостей может быть принята.

6.6. Модели временных рядов с сезонными колебаниями

Характерной особенностью некоторых социально-экономических процессов, представленных временными рядами, является ярко выраженная периодичность. Например, интенсивность транспортных поездок (особенно на длинные расстояния) резко возрастает в летние месяцы и снижается в межсезонные периоды. Интенсивность посещений зрелищных мероприятий значительно выше в зимний период, когда большинство населения находится дома, и падает в летнее время, когда люди, как правило, находятся в отпусках.

Сезонная периодичность характерна и для курсов валют. В РФ спрос на валюту (и соответственно ее цена) обычно растет к концу года, когда подходят сроки платежей, и снижается в летний период, когда деловая активность падает.

Сезонные колебания часто сочетаются с более общей тенденцией процесса, характеризующейся, например, ростом среднегодовых (среднеквартальных и т. п.) его значений. В такой ситуации иногда рекомендуется общую модель процесса представить в виде трех составляющих: “тренда”, выражающего общую тенденцию; “сезонной компоненты”, описывающей сезонные колебания вокруг этого тренда, и “случайной компоненты”, традиционно выражающей свойства ошибки. Однако такой подход к формированию общей модели, как правило, не является экономичным, в том смысле, что эта модель может содержать слишком много параметров, которые оцениваются с большой ошибкой. Особенно это относится к параметрам трендовых моделей, ошибки оценок которых обусловлены значительными отклонениями реальных данных от трендов именно из-за наличия сезонных эффектов. Вследствие этого такая модель может не обладать достаточной точностью. Кроме того, наличие тренда во временном ряду может быть вызвано какими-либо систематическими эффектами. Например, ежегодный рост туристических поездок – увеличением доходов населения. В данном случае в модели может появиться систематическая ошибка, обусловленная недостаточной точностью аппроксимации временным трендом тенденции роста дохода.

Большое число параметров характерно и для моделей, описывающих “собственно” сезонные колебания. Обычно такая модель представляется в виде набора синусоид и косинусоид




где (0, (1j  и (2j  – коэффициенты модели; s – общий период колебания,

             1/2 s – для четных s;

[s/2]=    1/2 (s–1) – для четных s;

индексы j и t определяют фазу колебательного процесса.

При построении моделей временных рядов типа АРСС(k, m) – авторегрессии–скользящего среднего – одним из критериев их качества (пусть и неформальным) является минимум параметров. Как было отмечено выше, меньшее число параметров модели способствует повышению ее устойчивости, часто ведет к уменьшению ошибки прогноза. В этой связи достаточно плодотворной оказалась идея уменьшения числа параметров модели временных рядов, описывающих процессы с сезонными колебаниями, путем учета при их построении взаимосвязей не только между соседними значениями процесса, но и между его значениями, разделенными периодом колебания. Кроме того, реализация этой идеи показала возможность рассмотрения моделей временных рядов с сезонными колебаниями как специфической подгруппы моделей АРСС(k, m). Модели данной подгруппы называют также мультипликативными моделями временных рядов.

Рассмотрим общую идею их построения на содержательном уровне чуть более подробно. Если временной ряд характеризуется сезонной составляющей с периодом s, то в таком ряду обычно выделяют два различных типа взаимосвязей между переменными – текущую и сезонную. Текущая взаимосвязь, как и ранее, характерна для соседних значений временного ряда уt и уt–1, уt–2,...,   сезонная – для значений, разделенных периодом колебаний уt   и   уt–s. Так, например, если временной ряд выражает ежемесячные значения какого-либо процесса, а сезонная его составляющая имеет период колебания 12, то s=12. В таком случае разность уt–уt–s, может быть определена следующим выражением:




где Вs    – оператор сдвига на s периодов, т. е. Вs уt =уt–s.

Предположим, что разность (6.119) является стационарным процессом, который может быть описан моделью, относящейся к классу моделей АРСС(k, m), например, моделью АР(1):




где (t,s – ошибка такой модели, (1s – ее коэффициент.

Переписывая модель (6.120) с учетом операторов сдвига В и Вs, получим ее выражение в виде произведения двух операторов (мультипликативная связь)




В развернутом виде выражение (6.121) связывает текущее значение процесса уt с его предшествующим значением уt–1 и значениями прошлого периода уt–s  и уt–s–1:




Идентификация мультипликативной модели в данном случае осуществляется на основании анализа автокорреляционной функции процесса (1–Вs)уt. В случае модели (6.122) коэффициенты автокорреляции разностей уt–уt–s должны обладать свойствами автокорреляционной функции модели АР(1).

Аналогично, если разность (6.119) может быть представлена  в виде модели скользящего среднего первого порядка, связывающего прирост (sуt   с приростом белого шума при том же периоде колебаний




где (1S – коэффициент модели, а соседние разности (уt  и (уt–1 связаны той же моделью, но с коэффициентом (1, то мультипликативная модель записывается в следующем виде:




В развернутой форме выражение (6.124) имеет следующий вид:




Идентификация модели типа (6.124) базируется на свойствах функции автокорреляции процесса (1–В)(1–Вs)уt . Заметим, что у него ненулевыми являются коэффициенты автокорреляции, соответствующие только задержкам 1, 11, 12 и 13. Значения данных коэффициентов несложно определить на основе соответствующих ковариаций* :
















Таким образом, идентификация моделей временных рядов с сезонными колебаниями в общем случае предполагает анализ корреляционных взаимосвязей двух типов: между соседними значениями процесса и между значениями, разделенными предполагаемым периодом колебаний. При этом речь может идти и о процессе, подвергнутом предварительному преобразованию (см. выражения (6.39)–(6.42)).

Отметим также, что в общем случае при наличии сезонных колебаний процесс уt, как правило, характеризуется высокими значениями коэффициентов автокорреляции даже при больших задержках. Преобразование процесса с целью исключения тренда (например, путем перехода к конечным разностям) обычно ведет к тому, что у   преобразованного процесса значительно выделяются по величине автокорреляции кратные периоду колебания. Это, как раз, и указывает на присутствие сезонной составляющей.

Процедуры оценки коэффициентов моделей временных рядов с сезонными колебаниями базируются на тех же причинах, что и процедуры оценки моделей временных рядов общего типа. В их основе лежит критерий минимизации суммы квадратов ошибки. Однако получить аналитические выражения для оценок их коэффициентов (типа решений Юла-Уокера и т. п.) в общем случае достаточно сложно. Вследствие этого на практике обычно используют методы нелинейного оценивания параметров таких моделей, базирующиеся на итеративных процедурах последовательного приближения оценок к их оптимальному значению (см. главу  XI). Заметим при этом, что приблизительные (начальные) оценки параметров моделей могут быть оценены отдельно для процесса образованного соседними значениями и для процесса. образованного его значениями,  разделенными периодом колебаний в соответствии с известными процедурами оценки моделей типа АРСС(k, m).

В целом, построение модели временного ряда с сезонными колебаниями осуществляется по традиционной схеме, которая состоит из следующих этапов:

1.
На основании анализа исходного процесса (исследования свойств стационарности, вида автокорреляционной функции) выводится суждение о наличие трендовой составляющей.

2.
В случае необходимости с помощью подходящего преобразования тренд исключается из рассматриваемого временного ряда.

3.
Для оставшейся стационарной составляющей по виду ее автокорреляционной функции подбирается “подходящий” вариант модели.

4.
 На основании значений соответствующих выборочных коэффициентов автокорреляции определяют предварительные начальные оценки параметров моделей. Применяя более сложные процедуры оценивания, эти оценки затем уточняют.

5.
Определяется ряд ошибок модели, на основании анализа свойств которого, выбранный вариант модели либо уточняется (улучшается), либо принимается в качестве окончательного решения. 

6.7. Переход от стационарных моделей к нестационарным

В тех случаях, когда модель авторегрессии и скользящего среднего применялась для описания процесса, приведенного к стационарному, например, с помощью одного из преобразований (6.39)–(6.42), процесс построения модели нельзя считать завершенным. Для его окончания необходимо продолжить процесс построения модели изначального процесса, выполнив обратные преобразования, перейдя от преобразованных значений хt    к исходным значениям уt. Рассмотрим особенности обратных преобразований для выражений (6.39)–(6.42) более подробно.

Предположим, что для приведения исходного временного ряда уt  к стационарному процессу хt  использовалось преобразование (6.39), а сам процесс хt  соответствует модели авторегрессии-скользящего среднего (6.87), частным случаем которой являются модели авторегрессии (6.45) и скользящего среднего (6.68). Запишем преобразование (6.39) и модель (6.87) для ряда хt  с помощью оператора сдвига В (см. (6.102)). Получим соответственно







где 




и




многочлены степеней k и т соответственно от оператора сдвига, используемые для получения эквивалентной записи модели (6.87).

Подставляя (6.127) в (6.128), получим уравнение для модели динамики исходного временного ряда уt, t=1,2,..., Т в следующем виде:




Заметим, что преобразование (6.127) не затрагивает ошибку (t.

Рассмотрим описанную процедуру на примере модели АРСС(1,1). Пусть




что эквивалентно записи




Объединяя эти два уравнения в одно, получим модель относительно исходного временного ряда уt   в следующем виде:




Заметим, что преобразование (6.40) с помощью оператора  В записывается в следующем виде:




В этом случае для произвольной модели АРСС(k, т) получим




В частности для модели АРСС(1,1), построенной для ряда zt, выражение (6.101) для исходного процесса уt  приобретает следующий вид:




В случае приведения исходного ряда уt, t=1, 2,..., Т к стационарному с использованием d-й разности его результирующая модель определяется следующим выражением:




В том случае, когда для приведения ряда a1, t=1, 2,..., Т к стационарному процессу хt использовалось преобразование (6.41), отправное выражение для модели исходного ряда будет иметь следующий вид:







В частности, для модели АРСС (1,1) на основании выражения (6.139) получим следующий вариант модели  процесса уt,  t=1, 2,..., Т:
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(6.140)

-


где ошибка (t  и коэффициенты (1, (1 соответствуют модели ряда 

 

В случае если для приведения исходного временного ряда к стационарному процессу использовалось преобразование (6.42), то окончательный вариант модели процесса уt  будет иметь следующий вид:




где 

 – коэффициент, полученный в результате умножения многочлена (1–((В,k)) на единицу.

В частности, если стационарный процесс хt  описывается моделью АРСС(1,1), то на основании выражения (6.141) получим










В практических исследованиях при проведении обратных преобразований моделей вместо параметров (i  и (j  в соответствующие выражения для моделей исходного временного ряда уt  необходимо подставить значения их оценок ai  и bj, полученные для моделей преобразованного стационарного процесса хt.

Таким образом, из выражений (6.134), (6.137), (6.140) и (6.142) вытекает, что использование для преобразования исходного временного ряда уt  в стационарный процесс хt,  t=1,2,..., Т,  оператора разности не ведет к изменению вида модели, описывающей процесс уt. Она, как и модель АРСС, описывающая стационарный процесс хt, является линейной по форме.

В случае преобразования нестационарного временного ряда уt   в стационарный хt   с помощью выражений (6.41) и (6.42), модель нестационарного процесса становится нелинейной по форме. 

В заключении данного раздела обратим также внимание на необходимость анализа свойств и оценки основных характеристик ошибки исходной, т. е. восстановленной модели. Это должно быть сделано, в том числе и для обоснования оценки качества самой модели. Для некоторых преобразований их значения дисперсии фактической ошибки можно определить, исходя из соответствующих значений дисперсии среднеквадратической ошибки преобразованной модели, используя свойства дисперсий линейных, логарифмических и других зависимостей, соответствующих сделанному преобразованию. В этой связи заметим, что ряд значений фактической ошибки модели 
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 определяется в этом случае после формирования основного уравнения модели и расчета на его основе значений 
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. Далее свойства фактической ошибки могут быть определены с использованием специальных тестов (см. раздел 2.2).  Дисперсию модели исходного ряда можно определить и методом прямого счета как 
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по известным значениям временного ряда уt  и предсказанных восстановленной моделью значениями 
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, п – количество параметров модели.  

В следующей главе будут рассмотрены модели временных рядов финансовых показателей, предпосылки которых приводят к еще более ярким формам нелинейностей по сравнению с рассмотренными в данном разделе.

Вопросы к главе VI
1. Что такое «стационарный процесс»?

2. Какие параметрические тесты применяются для проверки постоянства математического ожидания?

3. Какие параметрические тесты применяются для проверки постоянства дисперсии?

4. Какие непараметрические тесты применяются для проверки постоянства математического ожидания?

5. Какие непараметрические тесты применяются для проверки постоянства дисперсии?

6. Каким образом нестационарный ряд можно преобразовать в стационарный?

7. Что собой представляют модели авторегрессии?

8. Каким образом оцениваются параметры модели авторегрессии?

9. Что собой представляют модели скользящего среднего?

10.  Каким образом оцениваются параметры модели скользящего среднего?

11.  Что собой представляют модели авторегрессии-скользящего среднего?

12.  Как проводится идентификация моделей авторегрессии-скользящего среднего?

13.  Каким образом учитываются сезонные колебания в соделях временных рядов:

14.  Как осуществляется обратное преобразование стационарного ряда в нестационарный?

Упражнения к главе VI
Задание 6.1

В табл. 6.1 приводятся данные о размерах запасов компании А.

Таблица 6.1
	№
	Наблюдение
	№
	Наблюдение
	№
	Наблюдение

	 1
	235
	21
	255
	41
	240

	2
	320
	22
	285
	42
	275

	3
	115
	23
	250
	43
	225

	4
	355
	24
	300
	44
	285

	5
	190
	25
	225
	45
	250

	6
	320
	26
	285
	46
	310

	7
	275
	27
	250
	47
	220

	8
	205
	28
	225
	48
	320

	9
	295
	29
	125
	49
	215

	10
	240
	30
	295
	50
	260

	11
	355
	31
	250
	51
	190

	12
	175
	32
	355
	52
	295

	13
	285
	33
	280
	53
	275

	14
	200
	34
	370
	54
	205

	15
	290
	35
	250
	55
	265

	16
	220
	36
	290
	56
	245

	17
	400
	37
	225
	57
	170

	18
	275
	38
	270
	58
	175

	19
	185
	39
	180
	59
	270

	20
	370
	40
	270
	60
	225


Требуется:

1.
Провести тестирование ряда на постоянство математического ожидания и дисперсии с помощью параметрических тестов на основе:

а) критерия Стьюдента;

б) критерия Фишера;

в) критерия Кокрена;

г) критерия Бартлетта.

2.
Провести тестирование ряда на постоянство математического ожидания и дисперсии с помощью следующих непараметрических тестов:

а) Манна-Уитни;

б) Вальда-Вольфовитца;

в) Сиджела-Тьюки.

Задание 6.2

Имеется процесс скользящего среднего третьего порядка (МА(3))
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Требуется

1.
 Рассчитать коэффициенты ковариации (k.

2.
Определить автокорреляционную функцию для этого процесса.

3.
Построить график автокорреляционной функции для процесса
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Задание 6.3

Имеется процесс авторегрессии-скользящего среднего порядка (2.1)
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Требуется:

1.
Записать автокорреляционную функцию в терминах (1, (2 и (1 .

2.
Рассчитать ее для следующих значений параметров:

	
	(1=0,6;
	(2=0,3;
	(1 =0,9;
	

	
	(1=0,6;
	(2=0,3;
	(1 =–0,9;
	

	
	(1=0,6;
	(2=–0,3;
	(1 =–0,9;
	


Задание 6.4
Имеются процессы авторегрессии первого и второго порядка.

Требуется определить для них частные автокорреляционные функции.

Задание 6.5
В табл. 6.3 приводятся данные о средних транспортных индексах в летний период 1999 г.

Таблица 6.3
	Период
	Средний индекс
	Период


	Средний индекс
	Период


	Средний индекс

	 1
	222,34
	20
	229,30
	39
	250,68

	 2
	222,24
	21
	228,96
	40
	251,80

	 3
	222,17
	22
	229,99
	41
	251,07

	 4
	218,88
	23
	233,05
	42
	248,05

	 5
	220,05
	24
	235,00
	43
	249,76

	 6
	219,61
	25
	236,17
	44
	251,66

	 7
	216,40
	26
	238,31
	45
	253,41

	 8
	217,33
	27
	241,14
	46
	252,04

	 9
	219,69
	28
	241,48
	47
	248,78

	10
	219,32
	29
	246,74
	48
	247,76

	11
	218,25
	30
	248,73
	49
	249,27

	12
	220,30
	31
	248,83
	50
	247,95

	13
	222,54
	32
	248,78
	51
	251,41

	14
	223,56
	33
	249,61
	52
	254,67

	15
	223,07
	34
	249,90
	53
	258,62

	16
	225,36
	35
	246,45
	54
	259,25

	17
	227,60
	36
	247,57
	55
	261,49

	18
	226,82
	37
	247,76
	
	

	19
	229,69
	38
	247,81
	
	


Требуется проверить на адекватность модель ARIMA(0,1,1).

Задание 6.6
В табл. 6.5 приводятся данные процесса контроля качества.

Таблица 6.5
	№
	Значе-ние
	№
	Значение
	№
	Значение
	№
	Значение
	№
	Значение

	 1
	60,0
	16
	88,5
	31
	79,5
	46
	84,0
	61
	 72,0

	 2
	81,0
	17
	76,5
	32
	64,5
	47
	73,5
	62
	 66,0

	 3
	72,0
	18
	82,5
	33
	99,0
	48
	78,0
	63
	 73,5

	 4
	78,0
	19
	72,0
	34
	72,0
	49
	49,5
	64
	 66,0

	 5
	61,5
	20
	76,5
	35
	78,0
	50
	78,0
	65
	 73,5

	 6 
	78,0
	21
	75,0
	36
	63,0
	51
	 88,5
	66
	103,5 

	 7
	57,0
	22
	78,0
	37
	66,0
	52
	 51,0
	67
	 60,0

	 8
	84,0
	23
	66,0
	38
	84,0
	53
	 85,5
	68
	 81,0

	 9
	72,0
	24
	97,5
	39
	66,0
	54
	 58,5
	69
	 87,0

	10
	67,5
	25
	60,0
	40
	87
	55
	 90,0
	70
	 73,5

	11
	99,0
	26
	97,5
	41
	61,5
	56
	 60,0
	71
	 90,0

	12
	25,5
	27
	61,5
	42
	81,0
	57
	 78,0
	72
	 78,0

	13
	93,0
	28
	96,0
	43
	76,5
	58
	 66,0
	73
	 87,0

	14
	75,0
	29
	79,5
	44
	84,0
	59
	 97,5
	74
	 99,0

	15
	57,0
	30
	72,0
	45
	57,0
	60
	 64,5
	75
	 72,0


Требуется:

1.
 Проверить на адекватность модель ARIMA(1,0,1).

2.
 Проверить на адекватность модель ARIMA(1,1,1).

Задание 6.7 

В табл. 6.8 приводятся недельные оценки запасов компании.

Требуется:

1.
Построить график данных.

Таблица 6.8
	Месяц
	День
	Запас
	Месяц
	День
	Запас

	Январь
	  6
	267
	Июль
	  7
	258

	
	13
	267
	
	14
	259

	
	20
	268
	
	21
	268

	
	27
	264
	
	28
	276

	Февраль
	  3
	263
	Август
	4
	285

	
	10
	260
	
	11
	288

	
	17
	256
	
	18
	295

	
	24
	256
	
	25
	297

	Март
	  2
	252
	Сентябрь
	  1
	292

	
	10
	245
	
	  8
	299

	
	17
	243
	
	15
	294

	
	24
	240
	
	22  
	284

	
	31
	238
	
	29
	277

	Апрель
	  7
	241
	Октябрь
	  6
	279

	
	14
	244
	
	13
	287

	
	21
	254
	
	20
	276

	
	28
	262
	
	27
	273

	Май
	  5
	261
	Ноябрь
	  3
	270

	
	12
	265
	
	10
	264

	
	19
	261
	
	17
	261

	
	26
	261
	
	24
	268

	Июнь
	  2
	257
	Декабрь
	  1
	270

	
	  9
	268
	
	  8
	276

	
	16
	270
	
	15
	274

	
	23
	266
	
	22
	284

	
	30
	259
	
	29
	304


2.
Рассчитать коэффициенты автокорреляций, частных автокорреляций и использовать эту информацию для разработки адекватной прогнозной модели.

3.
В случае нестационарности данных порекомендовать их корректировку.

4.
Построить ARIMA-модель и провести тестирование ее адекватности.
4
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* См. условие (2.24).


* Вывод соотношений (6.126) предоставляем читателю.
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